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 پیشگفتار

 

١nفرض کنید    و{ ,١,..., ١}H n  .گراف جهت دار( )n  را با رئوس متعلق بهH  در نظر
۵وجود داشته باشد اگر و فقط اگر  bبه  aیک یال جهت دار از بگیرید به طوري که   (mod )a b n  .

 ، [١۶]، [١۴]، [١١]، [۶]که توسط  بین نظریه اعداد، نظریه گراف و نظریه گروه را وابطر همچنین برخی
٢ بصورت گراف متناظر با رابطه همنهشتی  [٢١]و  [٢٠]، [١٨]  (mod )a b n  ٣و  (mod )a b n  در

 .ت، نشان می دهیمنظر گرفته شده اس
١اگر  ٢, , , ta a a H  دو بدو مجزا باشند و 

۵
١,  (mod ).ta a n  ...۵

٢ ٣  (mod ),a a n  ۵
١ ٢  (mod ),a a n 

١در این صورت  ٢, , , ta a a  یک دور به طولt ه طول یک را نقطه ثابت دوري ب. تشکیل می دهند
)یک مؤلفه از گراف جهت دار . گوییم )n بین گراف هاي همبند گراف غیر ، زیر گرافی است که در

)جهت دار وابسته به  )n ماکزیمال باشد . 

aفرض کنید  H. ده به رأس تعداد یال هاي جهت دار وارد شa  را درجه ورودي رأسa  گوئیم و با
( )indeg a  نمایش می دهیم و تعداد یال هاي جهت دار خارج شده از رأسa  را درجه خروجی رأس

a گوئیم و با ( )outdeg a درجه خروجی هر رأس . نمایش می دهیم( )n لذا تعداد. برابر با یک است 
)مؤلفه هاي  )n با تعداد دورها برابر است. 

)دو زیر گراف براي  )n ١فرض کنید . معرفی می کنیم( )n  توسط رئوسی که نسبت بهn  اولند و
٢( )n  توسط رئوسی که نسبت بهn ١واضح است که . اول نیستند، القا می شوند( )n  ٢و( )n  مجزا

١ هستند و ٢( ) ( ) ( )n n n    . گراف جهت دار را منظم گوییم اگر درجه ورودي هر رأس یک
وجود داشته باشد به طوري که  dیک گراف جهت دار را نیم منظم گوییم اگر عدد صحیح مثبت . باشد

)١شرایط منظم بودن و نیم منظم بودن زیر گراف . باشد یا  dدرجه ورودي هر رأس یا  )n  داده شده
)همچنین نشان داده شده است که هر مؤلفه گراف جهت دار . اند )n  دور است اگر و فقط اگر

۵ | ( )n  وn فرمولی براي تعداد نقاط ثابت  در آخر .فاقد مربع کامل باشد( )n ارائه می دهیم .
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 اولفصل 

 ها پیشنیازمقدمات و 

 نظریه گرافاي بر  قدمهم 1-1

 هاي بعد مورد استفاده قرار خواهند پردازیم که در فصل ونتایج مقدماتی می تعاریفدر این فصل به بیان 
 .گرفت

 
 گراف هامطالبی چند بر 

مجموعه : از دو مجموعه زیر تشکیل می شودG )گراف بدون جهتیا ( گراف  1-1-1تعریف 
V  ها گرهیا ( رأس هامتشکل از(  و مجموعهE  یال هامتشکل از ) طوري که هر به ) قوس هایا
eیال  E اگر متناظر با رأس هاي  .متناظر با زوج نامرتبی از رأس هاستv  وw یال منحصر بفرد ،e 

)وجود داشته باشد می نویسیم  , )e v w.  در این مقاله، منظور از( , )v w  یال بینv  وw  در یک
 .گراف بدون جهت است و نه زوج مرتب

 Vمجموعه  :از دو مجموعه زیر تشکیل می شود) دایگرافیا ( گراف جهت دار  2-1-1تعریف 
به طوري که هر یال ) قوس هایا (یال ها متشکل از  Eو مجموعه ) ها گرهیا (رأس ها متشکل از 

e E اگر متناظر با زوج مرتب .  متناظر با زوج مرتبی از رأس هاست( , )v w  از رأس هايv  وw ،
)وجود داشته باشد می نویسیم  eیال منحصر بفرد  , )e v w  که یالی ازv  بهw را نمایش می دهد. 

و  vباشد، روي  wو  vکه متناظر با زوج رأس هاي ) بدون جهت یا جهت دار(در یک گراف  eیال 
w و گفته می شود رأس هاي  بنا شده استv  وw  روي یالe  نام  رأس هاي مجاورقرار دارند و

 .دارند

ی م باشد Eو مجموعه یال هاي  Vبا مجموعه رأس هاي  G)  بدون جهت یا جهت دار (اگر گراف 
)نویسیم  , )G V E. 
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نیز ناتهی است مگر آن که خلاف آن به  Vمتناهی هستند و  Vو  Eبنا به قرارداد، مجموعه هاي 
 .صراحت بیان شده باشد

یال هاي جهت دار با پیکان . شده است نشان داده 1-1-1 یک گراف جهت دار در شکل  3-1-1 مثال
٢متناظر با زوج مرتب  ١e یال. خص شده اندمش ١( , )   ٧و یالe  ۶متناظر با زوج مرتب ۶( , )   از رأس

١eیال. هاست ٢با    ١( , )   ٧و یالe  ۶با ۶( , )  نمایش داده می شود. 

 
 1-1-1شکل 

براي مثال در . زه می دهد یال هاي متمایز، متناظر با زوج هاي یکسانی از رئوس باشندااج 1-1-1 تعریف 
١هر دو متناظر با زوج رأس  ٢eو  ١eیال هاي  2-1-1شکل  ٢{ , }  یال هاي به این یال ها، . هستند

-1-1براي مثال، در شکل . نام دارد حلقهیالی که تنها از یک رأس ایجاد شده باشد . می گویند موازي
٣یال  2 ٢ ٢( , )e   ۴یک رأس نظیر رأس . یک حلقه است  که متعلق به هیچ یالی  2-1-1در شکل

 . نامیده می شود رأس منفردیا  رأس تنهانباشد 

 
 2-1-1شکل

 .، گرافی است که حلقه یا یال هاي موازي نداشته باشدگراف ساده  4-1-1تعریف 

vفرض کنید   5-1-1تعریف    وn یک مسیر از . دو رأس یک گراف هستندv   بهnv  طول به
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١n  ١، دنباله اي ازn  به دو متفاوت و  رأس دوn  یال است که از رأسv    شروع و با رأسnv 
 :پایان می رسد

١ ١ ٢ ٢ ١( , , , , ,..., , , ),n n ne e e     
i,...,١به ازاي  ieکه در آن، یال  n،  ١روي رأس هايi   وi بنا شده است. 

vاز رأس : به این معنی است که 5-1-1صورت گرایی تعریف    ١شروع کنید، در امتداد یالe  ١به 
 .بروید و همین طور تا آخر ٢به  ٢eحرکت کنید، در امتداد یال 

١، 3-1-1در گراف شکل   6-1-1 مثال ٢ ٣ ۴(١, ,٢, ,٣, ,۴, ,٢)e e e e  4به طول  2به رأس  1مسیري از رأس 
 .است

١

٢

٣

۴

۵

۶

٧

e ١

e٢ e ٣

e۴

e ۵
e
۶

e ٧

e٨

 
 3-1-1شکل 

 .توانیم به هر رأس دیگر برویم از هر رأس می، گرافی است که در آن، در یک مسیر گراف همبند
 :تعریف رسمی آن بصورت زیر است

 wبه  یک مسیر از  Gدر  wو  است اگر براي هر دو رأس  همبند، Gگراف   7-1-1تعریف 
 .وجود داشته باشد

 ، یک مسیر از Gدر  wو   همبند است زیرا براي هر دو رأس 3-1-1گراف شکل   8-1-1 مثال
   .دارد وجود wبه 

 ۵به رأس  ٢ مثال، هیچ مسیري از رأسست زیرا براي همبند نی 4-1-1گراف شکل  9-1-1 مثال
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 .وجود ندارد

 
 
 
 

 4-1-1شکل 

ت از دو یا چند قطعه حال آن که گرافی که همبند نیس تشکیل شده است "قطعه"گراف همبند از یک  
 اجزاي گرافیا  مؤلفه هامسیر اصلی هستند که  زیر گراف هايها ،  "قطعه"این . تشکیل شده است

 . نامیده می شوند

  .تعاریف رسمی را با زیر گراف شروع می کنیم

Gزیر گراف   از گرافG  رأس هاي معینی از با انتخاب یال ها وG  به دست می آید با این شرط که
G را در wو   بنا شده باشد باید wو  را انتخاب کنیم که روي رأس هاي  Gدر  eاگر یال    قرار

Gاین شرط تضمین می کند که . دهیم  تعریف رسمی آن بصورت زیر است. واقعاً یک گراف است:  

)فرض کنید   10-1-1تعریف  , )G V E شدیک گراف با .( , )V E   از زیر گرافیک G  است
  :اگر

V) الف( V   وE E  باشند . 

eبراي هر یال ) ب( E ، اگر e  روي    وw   بنا شده باشد آنگاه,w V    خواهند بود. 

)گراف   11-1-1مثال  , )G V E    5-1-1از شکل، گراف  زیر گراف( , )G V E از شکل 

Vاست زیرا  1-1-6  V   وE E  هستند. 

 
 6-1-1شکل                                                                         5-1-1شکل 
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Gزیر گراف  .یک رأس آن باشد یک گراف و  Gفرض کنید   12-1-1تعریف    ازG  متشکل
حاوي مؤلفه قرار دارد و  است که در یک مسیر با شروع از  Gاز تمام یال ها و رأس هاي موجود در 

 نام دارد. 

در واقع یک گراف  .یک مؤلفه دارد که خودش است 3-1-1از شکل  Gگراف   13-1-1مثال 
 .اشدداشته بمؤلفه همبند است اگر و فقط اگر تنها یک 

، زیر گرافی است که در بین گراف هاي همبند G از گراف جهت دارمؤلفه  یک  14-1-1تعریف 
 .ماکزیمال باشد Gبه  گراف غیر جهت دار وابسته

، مسیري wبه  ازمسیر ساده . باشند G دو رأس گراف wو   فرض کنید  15-1-1تعریف 
 . که هیچ رأس تکراري نداشته باشد است

که هیچ یال تکراري نداشته  است به ، مسیري با طول ناصفر از )مدار( دور  16-1-1تعریف 
 .باشد

است که در آن، صرف نظر از رأس هاي شروع و پایان  به ، دوري از دور ساده  17-1-1تعریف 
 .س تکراري وجود نداشته باشدهستند هیچ رأ که هر دو برابر 

 .گوئیم نقطه ثابترا  1دوري به طول   18-1-1 تعریف

دور باشد  Gها و تمام رأس هاي گراف که شامل تمام یال  G دوري در گراف  19-1-1تعریف 
 .نامیده می شود اویلري

) را که با  رأسدرجه   20-1-1تعریف  )  تعداد یال هایی است که  نشان می دهیم برابر است با
 ). است 2که به صورت یک حلقه باشد برابر  بنا به تعریف، درجه (ارند تلاقی د با 

V فرض کنید  21-1-1 تعریف .  تعداد یال هاي جهت دار وارد شده به رأس  درجه را
)گوئیم و با  رأس  ورودي )indeg v  نمایش می دهیم و تعداد یال هاي جهت دار خارج شده از رأس

  رأس  خروجی درجهرا  گوئیم و با( )outdeg v نمایش می دهیم . 

همبند است و درجه هر رأس آن،  Gدور اویلري داشته باشد آن گاه  Gاگر گراف   22-1-1قضیه  
 .زوج است

 �.] 17-2-6، قضیه  1[. ك.ر .اثبات
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 .دور اویلري دارد Gگراف همبند و درجه هر رأس آن، زوج باشد آن گاه  Gاگر   23-1-1 قضیه

 �.] 18-2-6، قضیه  1[. ك.ر .اثبات 

١یال و رأس هاي  mگرافی با  Gاگر   24-1-1قضیه  ٢{ , ,..., }n   باشد آن گاه: 

١
( ) ٢

n

i
i

m 


 

 .هاي یک گراف، زوج استمجموع درجۀ تمام رأس  در حالت خاص، 

 �.] 21-2-6، قضیه  1[. ك.ر .اثبات
 .در هر گراف، تعداد رأس هایی که درجه فرد دارند زوج است  25-1-1نتیجه 
 �.] 22-2-6، نتیجه  1[. ك.ر .اثبات

) wبه  گرافی مسیري از   26-1-1قضیه  )w   بدون یال هاي تکراري، حاوي تمام یال ها و
 .تنها رأس هاي با درجۀ فرد باشند wو  رأس هاست اگر و فقط اگر همبند و 

 �.] 23-2-6، قضیه  1[. ك.ر .اثبات

 
 مطالبی چند بر درخت ها

 :، گراف ساده اي است که در شرط زیر صدق کندT )دآزا(درخت   27-1-1تعریف 

 .در آن وجود داشته باشد wبه  منحصر به فردي از  گاه مسیر سادة باشند آن Tدو رأس  wو  اگر  

 .، درختی است که داراي رأس خاصی به نام ریشه باشددرخت ریشه دار  28-1-1تعریف 

اي  به فرد است از این رو هر رأس داراي رتبهاز آنجا که مسیر ساده از ریشه به هر رأس مفروض، منحصر 
رأس هایی که زیر . می نامیم صفر رتبهه را یشر رتبه. که به صورت منحصر به فردي تعیین می شود است

 . قرار دارند و همین طور تا آخریک  رتبهریشه قرار دارند در 

 . است طول مسیر ساده اي از ریشه به  ، رأس رتبه  29-1-1تعریف 

 .موجود درخت است شماره رتبه رخت ریشه دار، بزرگتریند ارتفاع  30-1-1تعریف 

٧رأس هاي   31-1-1مثال  ۶ ۵ ۴ ٣ ٢ ١, , , , , ,        در  به ترتیب 7-1-1در درخت ریشه دار شکل
 .است 2ارتفاع این درخت، . قرار دارند ٢،٢،٢،٢،١،١،٠اي ه رتبه
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 7-1-1شکل 
 

 .نام دارد دور گراف بدونگرافی که هیچ دوري نداشته باشد   32-1-1تعریف 
 .گزاره هاي زیر هم ارزند. رأس است nگرافی با  Tفرض کنید  33-1-1قضیه 

( )i  T یک درخت است. 
( )ii  T همبند است و بدون دور است. 
( )iii  T  ١همبند است وn  یال دارد. 
( )iv  T  ١بدون دور است وn  یال دارد. 

 
 �.] 3-2-7، قضیه  1[. ك.ر .اثبات

باشد،  ٢rدرختی ریشه دار با ریشه ٢Tو  ١rدرختی ریشه دار با ریشه  ١Tفرض کنید  34-1-1تعریف 
س از مجموعۀ رئو fیک ریخت هستند اگر تابع یک به یک و پوشاي  ٢Tو  ١Tدرخت هاي ریشه دار 

١T ٢س به مجموعۀ رئوT وجود داشته باشد که در شرایط زیر صدق می کند: 
( )i   رأس هايi  وj  ١درT  مجاور هستند اگر و فقط اگر رأس هاي( )if   و( )jf   ٢درT 

 .مجاور باشند
( )ii  ١ ٢( )f r r. 
 .نامیده می شود یک ریختی، fتابع 

 .یک ریخت هستند 8-1-1شکل  ٢Tو  ١T درخت هاي ریشه دار مثال
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 8-1-1شکل 

 :یک ریختی این درخت ها به صورت زیر است

١ ١ ٢ ٣ ٣ ۴ ۴ ٢( ) ,          ( ) ,          ( ) ,         ( ) ,f w f w f w f w       
۵ ٧ ۶ ۶ ٧ ۵( ) ,         ( ) ,          ( ) .                           f w f w f w     

 

 

 

 نظریه اعداداي بر  مقدمه 1-2

m|دو عدد صحیح باشند به طوري که  bو  aاگر . عددي طبیعی است m 1-2-1تعریف  a b ،
a( mod) است و می نویسیم  mبه هنگ  bهمنهشت  aگوییم می  b m .همچنین وقتی 

|m a b گوییمa  ناهمنهشتb  به هنگm است و می نویسیم (mod )a b m. 

a( mod) عبارت  b m  را همنهشتی  یا همنهشتی به هنگm  می گویند وm  را هنگ این همنهشتی
 .می نامند

a( mod)  اگر 2-2-1 قضیه b m  و (mod )c d m  آنگاه 

 (mod ),         (mod )              ac bd m a c b d m   . 
 �.] 5-2، قضیه  2[. ك.ر .اثبات



                                                           مقدمات و پیشنیازها   : فصل اول

10 
a( mod)  اگر 3-2-1 ضیهق b m  آنگاه به ازاي هر عدد صحیحc، 

 (mod ),         (mod )              ac bc m a c b c m   . 

 �.] 6-2، قضیه  2[. ك.ر .اثبات

i,١،٢و  kبه ازاي هر  اگر. عددي طبیعی دلخواه است k 4-2-1قضیه    ، (mod )i ia b m 
 آنگاه

                                 )الف
١ ١

 (mod )
k k

i i
i i

a b m
 

  

                                      )ب
١ ١

 (mod )
k k

i i
i i

a b m
 

  
 �.]7-2، قضیه  2[. ك.ر .اثبات

a( mod)  اگر 5-2-1قضیه  b m  آنگاه به ازاي هر عدد طبیعیk ، (mod )k ka b m. 

 �.]8-2ه ، قضی 2[. ك.ر .اثبات

٠dاگر  6-2-1قضیه   ،  (mod )a b m اگرو تنها اگر (mod )ad bd m. 

 �.]10-2، قضیه  2[. ك.ر .اثبات

a( mod)  اگر 7-2-1قضیه  c b c m   آنگاه (mod )a b m. 

 �.]11-2، قضیه  2[. ك.ر .اثبات
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ab( mod)  اگر 8-2-1قضیه  ac m و( , )d a m  آنگاه (mod )b c m d. 

 �.]12-2، قضیه  2[. ك.ر .اثبات

ab( mod)  اگر 9-2-1قضیه  ac m و( , ) ١a m  ، آنگاه ( mod )b c m. 

 �.]13-2، قضیه  2[. ك.ر .اثبات

) imفرض کنیم  10-2-1قضیه  ١،٢, , )i k   عددي طبیعی باشد، شرط لازم و کافی براي اینکه
 (mod )ia b m  ١آن است که (mod [ ,..., ])ka b m m. 

 �.]14-2، قضیه  2[. ك.ر .اثبات

)اگر  )ضیه اویلرق( 11-2-1قضیه  , ) ١a m  آنگاه ،( ) ١ (mod )ma m . 

 �.]35-2، قضیه  2[. ك.ر .اثبات

p|عددي اول باشد و  pاگر  )فرماقضیه ( 12-2-1قضیه  a آنگاه ،( ١) ١ (mod )pa p  . 

 �.]36-2، قضیه  2[ .ك.ر .اثبات

a ، (mod )pa به ازاي هر عدد صحیحآنگاه عددي اول باشد،  pاگر  13-2-1قضیه  a p. 

 �.]37-2، قضیه  2[. ك.ر .اثبات

) اگر 14-2-1تعریف  , ) ١a m  ،ین عدد طبیعی در این صورت کوچکترr  ١که (mod )ra m ،
 .می گویند mبه هنگ  aرا مرتبه 

)که  aبه ازاي هر عدد صحیح  , ) ١a m  ، مرتبهa  به هنگm مقسوم علیه( )m است. 
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١فرض کنید  )باقیمانده چینیقضیه ( 15-2-1ضیه ق ٢, ,..., kn n n  اعداد صحیح مثبت باشند به طوري

١د صحیح در این صورت براي هر دنباله از اعدا. که دو به دو نسبت به هم اولند ٢, ,..., ka a a عدد صحیح ،
x  همزمان جواب همنهشتی هاي زیر استوجود دارد به طوري که: 

١ ١ (mod ),x a n 

٢ ٢ (mod ),x a n 

 
 (mod ).k kx a n 

١از این سیستم به پیمانه  xم جواب هاي علاوه بر این، تما ٢ kN n n n   همنهشت هستند. 
ix( mod) لذا  y n  ١به ازاي i k  اگر و تنها اگر ، (mod )x y N. 

 � .]5-4، قضیه  3[. ك.ر .اثبات
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 دوم فصل

 گراف جهت دار مکرر 2-1

)گراف جهت دار   1-1-2تعریف  )n  را با رئوس متعلق به مجموعه{ ,١,..., ١}H n    گراف
a از ه طوري که دقیقاً یک یال جهت دارمی نامیم ب مکرر جهت دار H به b H  وجود دارد اگر
٢و فقط اگر   (mod )a b n. 

 
 )(٨)گراف (  1-2-2شکل 

١فرض کنید   ٢, , , ta a a H  دو بدو مجزا باشند و 
٢

١ ٢  (mod ),a a n 
٢

٢ ٣  (mod ),a a n 

 
٢

١ (mod ).ta a n 
١در این صورت  ٢, , , ta a a  یک دور به طولt دوري به طول . تشکیل می دهندt  را یکt- دور 

 .بر خلاف جهت حرکت ساعت می باشد که گوئیم

} فرض کنید , ,..., }a H n   ١ )indegدر این صورت همواره . رأس دلخواه باشد ١ )a    و
outdeg( ) ١a  . است 1همچنین براي هر نقطه ثابت مجزا، درجه ورودي و خروجی هر دو برابر. 

)از آنجا که درجه خروجی هر رأس گراف  )nمی باشد لذا تعداد مؤلفه هاي  ، یک( )n  با تعداد



٢گراف متناظر با رابطه همنهشتی  :فصل دوم  (mod )a b n                                                           14 

 
 .دورها ممکن است مجزا باشند یا نباشند. دورها برابر است

)فرض کنید  )nN a  ٢تعداد جواب هاي ناسازگار همنهشتی  (mod )x a n در این صورت واضح . باشد
)است که  )=indeg( )nN a a. 
٢ فرض کنید  2-1-2 تعریف  (mod )x y n . در این صورت گوییمx  بهy  توسط

٢( )  (mod )f x x n نگاشته می شود. 

 عوامل اول  را به فرم اصل ضرب حبه  nتجزیه فرض کنید   3-1-2 تعریف

 )1,2                                                         (
١

i

s
k
i

i

n


p 

١دهیم که در آن  نمایش  ٢ ... s  p p p  اعداد اول وik   . اگر( )n ول مجزاي  تعداد اعداد ا
)باشد آن گاه  nموجود در تجزیه  )s n. 

 .ثابت شده اندتوسط شالاي } 23{د و قضیه زیر در 

)تعداد نقاط ثابت  گراف   )szalay( 4-1-2قضیه  )n  برابر است با( )٢ n. 

) گراف  5-1-2 یفتعر )n  شود  لفه هاي آن به دو مجموعه افرازگوییم اگر مجموعه مؤ متقارنرا
وجود داشته باشد و گراف هاي متناظرشان یکریخت  دوسویی بین این دو مجموعه یک تابعبه طوري که 

 .باشند

) مکرر گراف )szalay( 6-1-2قضیه  )n ٢، متقارن است اگر (mod ۴)n   ۴یا (mod ٨)n . 

)قضیه بالا شرط کافی براي تقارن گراف توجه کنید که  )n را ارائه می دهد و نه شرط لازم را. 

 

 مکررساختار گراف هاي  2-2
)نقطه ثابت مجزاي  عدد    1-2-2قضیه  )n  است اگر و فقط اگرn اشدفاقد مربع کامل ب. 

٢ اگر. اثبات | np  به ازاي عدد اولpآنگاه ، 
٢

٢.  (mod ),n nn n 
   

 p p
 

nچون 
p

 .نقطه ثابت مجزا نمی باشد  ،نگاشته می شود به  
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x( mod) در این صورت بدیهی است که . مربع کامل باشدفاقد  nبرعکس، فرض کنید  n   تنها

٢جواب همنهشتی   (mod )x n  بنابراین . می باشد  نقطه ثابت مجزاي( )n است . �  
 

نقطه ثابت غیرمجزاي و  (١١)گراف نقطه ثابت مجزاي  همانطور که در شکل زیر نشان داده شده، 
 .می باشد (١٢)گراف 

 
 2-2-2شکل

 
 

 
 3-2-2شکل

)در گراف   2-2-2قضیه  )n  گراف . وجود ندارد 1دور مجزا با طول بیشتر از( )n  نقطه ثابت
aمجزاي     ٢دارد اگر و فقط اگر| n  وn  در این حالت  .باشدفاقد مربع کامل

٢
na  . 

a فرض کنید .اثبات   دور مجزاي  از قسمتی( )n ابتدا نشان می دهیم . باشدn صحیح  عدد
 سپس ثابت می کنیم .باشدفاقد مربع کامل  ی است کهزوج

٢
na   وa فرض کنید  .نقطه ثابت است

٢  (mod )b a n . ٢از آنجا که ٢( )  (mod )b b n   و( ) indeg( ) ١nN a a  لذا ،
 (mod )b b n  . ٢در نتیجه  (mod )b n  . چون (mod )a n  ٢، لذا| n  و (mod )

٢
nb n. 

٢حال فرض کنید  | np  به ازاي عدد اولp . ٢اگرp ٢، آنگاه( )  (mod )
٢
na n    تناقض که

||٢عدد اول فرد و  pسپس فرض کنید . است n . توجه کنید اگرm  عدد صحیح فرد باشد، آنگاه 



٢گراف متناظر با رابطه همنهشتی  :فصل دوم  (mod )a b n                                                           16 

 

)2,1 (                                                   (mod ).
٢ ٢
n nm n 

 چون 
٢
n فرد است، نتیجه می شود که 

٢ ٢  (mod ),
٢ ٢ ٢ ٢ ٢ (٢ )
n n n n n na n   

p p
 

)ض که در تضاد با فر ) ١nN a  بنابراین . استn  مشاهده ) 2,1(بنا به رابطه . می باشدفاقد مربع کامل
 می کنیم که 

)2,2(                                            ٢  (mod ).
٢ ٢ ٢
n n na b n   

( mod) در نتیجه  
٢
na n  وa  نقطه ثابت گراف( )n است. 

|٢ کنیداکنون فرض  n و n  در این صورت . باشدفاقد مربع کامل
٢
n   فرد است و (mod )

٢
n n  . با

 می توان نتیجه گرفت که ) 2,2(و ) 2,1(توجه به 

)2,3(                                                     (mod ),
٢ ٢ ٢
n n n n 

و 
٢
n  نقطه ثابت گراف( )n ٢فرض کنید . است  (mod )

٢
nb n . چون

٢
n  و فردn  زوج است، لذا

١ (mod ٢)b  . از آنجا که
٢
n ست و فاقد مربع کامل ا|

٢
n n براحتی می توان نتیجه گرفت ،

 (mod )
٢
nb   . توجه کنیدgcd(٢, ) ١

٢
n

 . چینی، از اینرو بنا به قضیه باقیماندهb  به پیمانهn  منحصر

( mod) ، )2,3(به فرد است و با توجه به 
٢
nb n . لذا

٢
n  نقطه ثابت مجزاي گراف( )n  و اثبات

 �  .کامل است

 .پیروي می کند  2-2-2و  1-2-2تنیجه زیر از قضایاي 

)گراف  هر 3-2-2نتیجه  )nهمچنین . ، حداکثر دو نقطه ثابت مجزا دارد( )n  دقیقاً دو نقطه ثابت
|٢مجزا دارد اگر و فقط اگر  n  وn  در این حالت . باشدفاقد مربع کامل  و

٢
n  تنها نقاط ثابت مجزا

 .هستند

 �.  با توجه به دو قضیه قبل، اثبات واضح است. اثبات
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درجه همه یا ( .باشد اگر درجه ورودي هر رأس یک گوییممنظم  گراف جهت دار را  4-2-2 تعریف

 )درئوس برابر باش
 . هر مؤلفه گراف جهت دار یک دور است

وجود داشته باشد به  dگوییم اگر عدد صحیح مثبت نیم منظم  را گراف جهت دار  5-2-2 تعریف
 .باشد یا  dطوري که درجه ورودي هر رأس یا 

۴dرا به ازاي  (١۶)گراف   6-2-2 مثال  در شکل زیر ببینید. 

 
 4-2-2شکل 

 
)، nبراي عدد صحیح  )n  را بصورت زیر را تعریف می کنیم: 

 
٢|| n 

)2,4  (                                         ۴ || n  ٢یا | n 
٨ | .n 

)١گراف جهت دار   7-2-2قضیه  )n  به ازاي هر عدد صحیح مثبتnعلاوه بر این،. ، نیم منظم است 
)١درجه ورودي هر رأس  )n  یا برابر  یا( ) ( )٢ n n  می باشد. 

٢nاگر   ٢، آن گاه( )n  نیم منظم است اگر و فقط اگرkn  p  به ازاي عدد اول فردp  {١٫٢}وk 
٢knیا    {١،٢،٣،۴،۶}به ازايk. 

)گراف  )n ٢نیم منظم است اگر و فقط اگرkn   {٠،١،٢،۴}به ازايk. 

 .قبل از اثبات قضیه، لم زیر را ثابت می کنیم

)gcdاگر   8-2-2لم  , ) ١a n   و( ) >nN a  آن گاه ،( ) ( )( ) =٢ n n
nN a  . 

١nدر حالتی که اثبات  ١بنابراین فرض می کنیم . ، نتیجه واضح استn .  از آن جایی که عناصري
تشکیل می دهند، به راحتی می توان دید اگر  nاولند، یک گروه ضربی به پیمانه  nکه نسبت به 

( )
١   
       

١
n 





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gcd( , ) ١a n   و( ) >nN a  ،( ) = (١)n nN a N . (١)لذا کافی استnN را مشخص کنیم. 

kN(١)ابتدا 
p

١kو  pرا به ازاي عدد اول    توجه کنید . پیدا می کنیم 

    )2,5(                                               ٢ ١ (mod )ka  p 

 اگر و فقط اگر 

(٢٫۶)                                     .٢ ١ ( ١)( ١)  (mod )ka a a      p 

)gcdچون . عدد اول فرد باشد pفرض کنید  ١، ١) |٢a a  ، برقرار است اگر و فقط اگر  (٢٫۵)رابطه
١ (mod )ka   p . ٢=(١)بنابراینkN

p
 . 

١aدقیقاً یکی از جملات  4برقرار باشد، آن گاه  (٢٫۶)توجه کنید اگر . ٢pفرض کنید    ١وa   را
برقرار است اگر و فقط اگر  (٢٫۵)از این رو . جمله دیگر را عاد می کند 2عاد می کند و 

١ (mod ٢)a   ١به ازاي ٣k   ١١و (mod ٢ )ka    ۴به ازايk  . بنابراینk١+ (٢ )
٢

(١)=٢kN . 
    .ضیه باقیمانده چینی بدست می آیدقو  (٢٫۴)نتیجه بنا به رابطه 

)١از لم قبل نتیجه می شود اگر  7-2-2اثبات قضیه  )a n  و( ) >nN a آن گاه ، 

(٢٫٧)                                          ( ) ( )indeg( ) ( ) ٢ .n n
na N a    

)١، aا به ازاي هر لذ )n نیم منظم است. 

)٢حال شرط کافی براي نیم منظم بودن  )n ابتدا فرض کنید . را بررسی می کنیمkn  p  به ازاي عدد
)٢در این صورت به ازاي هر. k{١٫٢}و  pاول فرد  )a n ،indeg( )>a   اگروفقط اگرa   .
)٢ در این حالتبنابراین  )n به طور خاص  .نیم منظم است 

(٢٫٨)                                             [ ٢]indeg( ) ( ) .k
nN    p 

)٢براحتی می توان بررسی کرد  )n  ٢به ازايkn   {١،٢،٣،۴،۶}وk علاوه بر این . برقرار است
٢)٢اگر )ka   {١،٢،٣،۴،۶}به ازايk  وindeg( )>a  آن گاه ، 

(٢٫٩)                                                     [ ٢]indeg( ) ٢ .ka  
)٢حال شرط لازم نیم منظم بودن  )n ٢فرض کنید . را بررسی می کنیمn   ٢و( )n نیم منظم است .

)ابتدا حالتی را در نظر می گیریم که  ) ٢n   ٢و | np  به ازاي عدد اول فردp . فرض کنید به ازاي
٢k  ،||k np . اگرq p  اول باشد به طوري که||l nq  ١وl  . ١فرض کنید ٢

k ln n n p q . بنا به
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)٢از  ٢aو  ١aرئوس قضیه باقیمانده چینی  )n  وجود دارد به طوري که 

١ ١ ١ ٢ ٢ ٢ (mod ),  ١ (mod ),   (mod ),  ١ (mod ).k la a n a a n     p q 
 داریم 8-2-2و قضیه باقیمانده چینی و لم  (٢٫٨)با توجه به 

(٢٫١٠)                   
١ ١

( ) ( ) ( ) ( )١ ١ ١ ١

١ ١ ١ ١

[ ٢]
[ ٢]

indeg( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (١)

              ٢ ٢

k k

n n n n

n n n

k
k

k

a N a N a N a N N

    

   

 

p p

p
p

p

 

 و

(٢٫١١)                  ٢ ٢

( ) ( )٢ ٢

٢ ٢ ٢ ٢

[ ٢]

indeg( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (١)

                              ٢ . 

l l

n n

n n n

l

a N a N a N a N N
 

   



q q

q
 

|١نتیجه می شود  (٢٫١١)و  (٢٫١٠)از  indeg( )ap ٢ در حالیکه| indeg( )ap . لذا در این حالت
٢( )n  نیستنیم منظم. 

)فرض کنید   ) ٢n   ٢و ||i n ١کهi   و
٢i

n  ٣٢اگر   .باشدفاقد مربع کاملin n . آن گاه با توجه به
)٢از  ۴aو  ٣aقضیه باقیمانده چینی، رئوس  )n  وجود دارد به طوري که 

٣ ٣ ٣ ۴ ۴ ٣ (mod ٢ ),   (mod ),   (mod ٢ ),  ١ (mod ).i ia a n a a n       
 8-2-2و لم  1-2-2قضیها با توجه به اثبات لذ

(٢٫١٢)           
٣ ٣

[ ٢]
٣ ٣ ٣ ٣٢ ٢

indeg( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ٢i i
i

n n na N a N a N a N N      
 و

(٢٫١٣)                ٣ ٣

٣

( ) ( )[ ٢]
۴ ۴ ٢

indeg( ) ( ) ( ) (١) ٢ ٢ .i
n ni

n na N a N N      
 

٣چون  ١n   ٣٢و | n ،٣ ٣( ) ( )[ ٢[٢ ٢ ٢n ni    . ٢نتیجه می گیریم که ) 2,13(و ) 2,12(حال از( )n  نیم
 .منظم نیست

)اکنون فرض کنید  ) ٢n  ،n  در این صورت . باشدفاقد مربع کامل فرد وindeg(٠) ١ . اگرp 
٢آن گاه . را عاد می کند nکوچکترین عدد اولی باشد که  np  ٢و ٢( )  (mod )n n p p . در نتیجه

٢indeg( ) ١p  ٢و( )n نیم منظم نیست. 
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)٢از مطالب بالا نتیجه می شود که اگر  )n  نیم منظم باشد، آن گاه( ) ١n  . 

knاکنون حالتی را بررسی می کنیم که   p  به ازاي عدد اول فردp  ٣وk  .در این حالت 

)2,14(                                            [ ٢]indeg( ) ( ) .k
kN   

p
p 

 جواب هاي همنهشتی

)2,15(                                                    ٢ ٢  (mod )kx  p p 

  باشد، چون) 2,15(جواب  cاگر . ستا) 2,15(جوابی از رابطه  pواضح است که . را در نظر بگیرید
nآن گاه نمی باشد،  )2,15(جواب  c است و ) 2,15(جوابی از  نیز (mod )kn c c  p . لذا

٢( )kp
N p ٢نتیجه می گیریم که ) 2,14(بنابراین از . زوج می باشدindeg( ) indeg( )  p  ٢و( )k p 

 .نیم منظم نیست

٢knحال قضیه را براي حالتی که    ۵به ازايk  ٧ یاk   کافی است ، براي اثبات. کنیمبررسی می
٢)٢ دهیم نشان )k ٢رأس  با وجود نیم منظم نیست

٢٢ (٢ )t k  ٢به ازاي ٢t k  ،
٢indeg(٢ )t    ٢٢وindeg(٢ ) indeg( ) ٢ kt     .  ٢فرض کنید ٢t k  . در این صورت واضح

٢است که  ٢٢  (mod ٢ )t kb   اگر و فقط اگر 

)2,16(                                                      ٢  (mod ٢ )t kb c 

 به طوري که cبه ازاي عدد صحیح 

)2,17(                                                     ٢ ٢١ (mod ٢ ).k tc  

 اگر و فقط اگر برقرار است  (٢٫١٧)  .8-2-2با توجه به اثبات لم 

-٢ -١

١ (mod ٢)                       ١ ٢ ٣
١ (mod ٢ )              ٢ ۴.k t

c k t
c k t
   

   
 

١علاوه بر این  ٢٢ ٢  (mod ٢ )t t kc c اگر و فقط اگر 

)2,18(                                                ١ ٢  (mod ٢ ).k tc c  

٢، اگر (٢٫١٨) و  (٢٫١٧) ، (٢٫١۶) با توجه به روابط  ٢t k  آن گاه ، 

)2,19(                                
- -١

٢
٢ ٢

٢                           ١ ٢ ٣ 
(٢ )

٢                            ٢ ۴.     
k

k t
t

t

k t
N

k t

    
 
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٧kاگر   ٢نتیجه می شود که  (٢٫١٩)، آن گاه ازindeg( ) ٢ ٨k      ٢وindeg(٢ ) ٨  و در نتیجه

٢)٢ )k ظم نیستنیم من. 

٧kاگر   ٧نتیجه می شود که  (٢٫١٩)، آن گاه با توجه به ٢indeg( ) ٢ ٨      و
۴ ٧ ٢ ١indeg(٢ ) ٢ ١۶    ٧و لذا

٢)٢ ) نیم منظم نیست. 

) حالتی را بررسی می کنیم کهدر نهایت  )n فرض کنید  .نیم منظم استa  ١رأسی از( )n  باشد به
)indegطوري که  )a    وb  ٢رأسی از( )n  باشد به طوري کهindeg( )b   . همچنین فرض کنید

١n  . در این صورت( )n ١ر و فقط اگر نیم منظم است اگ( )n  ٢و( )n  هر دو نیم منظم باشند و
indeg( ) indeg( )a b . که نتیجه می شود (٢٫٩) و  (٢٫٨) ، (٢٫٧) با توجه به( )n  نیم منظم است

٢knاگر و فقط اگر    {٠،١،٢،۴}به ازايk.    �      

 aو  nدر این صورت اعداد صحیح مثبت . عدد صحیح مثبت باشد dفرض کنید   9-2-2قضیه 
)٢رأسی از  aوجود دارد به طوري که  )n  باشد وindeg( )a d. 

١dاگر  .اثبات  ٢، قرار می دهیمn m  که در آنm  باشد و  فاقد مربع کاملفرد و
٢
na  . 

١dاکنون فرض کنید  .  ١عددk  ١را طوري انتخاب می کنیم که
١٢kd d ،١d عدد صحیح . فرد باشد

٢را طوري انتخاب می کنیم که  ٢dمثبت  ١( )d k   ١و ٢gcd(٢ , ) ١d d  ) ١اگرk   ،٢ ١d .(  

 حال فرض کنید 
٢ ٢
١ ٢ ١,                        .n d d a d  

 :و قضیه باقیمانده چینی 8-2-2با توجه به لم 
١

٢
٢١

٢ ٢
١ ١ ١indeg( ) ( ) ( ) ( ) ٢ . k

n dd
a N a N d N d d d    

�  

)از  aرأس  گوییم )n  رتبهداراي i ،١i  گر یک مسیر جهت دار با طول ماکسیمم است، اi  وجود
اگر . ختم شود و شامل هیچ یال جهت دار متعلق به یک دور نباشد aداشته باشد به طوري که به رأس 

 . است رتبه چنین مسیري وجود نداشته باشد، گوییم رأس داراي 
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)همچنین گوییم یک مؤلفه از  )n  رتبه دارايl ١یک رأس از این مؤلفه، رتبه اگر بالاترین  استl  

١۶nبراي مثال، اگر . باشد   رتبه در  ٨و  ٢آن گاه رئوس رأس ١رتبه در  ۴، رأس ،  و  ٢رتبه در
 .ندهست ٣ رتبهداراي هر دو مؤلفه اش 

)از گراف  Cفرض کنید مؤلفه  )n  ًدقیقاl ١ رتبهواضح است که هر رأس با . داشته باشد رتبهl  
دو رأس مجزا  bو  aعلاوه بر این، اگر . است ١قسمتی از یک دوراست، چون درجه خروجی هر رأس 

iباشند، که  C، از مؤلفه i رتبهبا  l   آن گاه مسیر جهت دار از ،a  بهb گزاره زیر .وجود ندارد
 .برقرار استهمواره 
)هر مؤلفه دقیقاً یک دور دارد یعنی تعداد مؤلفه هاي   10-2-2گزاره  )n  با تعداد دورهاي آن برابر

 .است

f:یک ویژگی عمومی از گراف مکرر با نگاشت  قبلگزاره   11-2-2یادآوري  H H می باشد. 

 
 تابع کارمایکل-کاربرد  2-3

)تابع کارمایکل -اکنون می خواهیم  )n  و برخی از ویژگی هاي آن را یادآوري کنیم که اولین بار
 .شدتعریف  [۴]توسط رابرت دنیل  1912در سال 

) تابع کارمایکل -. عدد صحیح مثبت باشد n فرض کنید  1-3-2تعریف  )n به صورت زیر
 :تعریف می شود

١

(١) ١ ١,
(٢) ١ ٢ ,
(۴) ٢ ۴ ,

٢)١ ) ٢ ٢ ٣,
٢

( ) ( ١

k k k

k k k

k

 
 
 

 

 





 

 p p p p

۲-

= ()

= ()

= ( )

= ( )  

) = ( )

 

١kو  pعدد اول فرد  به ازاي ، 

١ ٢ ١ ٢
١ ٢ ١ ٢( ... ) lcm [ ( ), ( ),..., ( )],s sk kk k k k

s s   p p p p p p 
١ikکه به ازاي    و{ , , }i s ۱ ،١ ٢, , , sp p p همچنین کوچکترین مضرب . اعداد اول مجزا هستند

)lcmرا با  bو  aمشترك اعداد  , )a b نشان می دهیم. 
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) ،nبه ازاي هر بالا  بنا به تعریف )| ( )n n   و( ) ( )n n   ١،٢،۴}اگر و فقط اگر, ,٢ }k kn q q  که

q  ١عدد اول فرد وk .  

ordntرا به صورت  nبه پیمانه gفرض کنید رتبه ضربی  g  یعنی (نشان می دهیمt  کوچکترین عدد
tg( mod) ١طبیعی است به طوري که  n.( 

)قضیه زیر ، قضیه اویلر را که بیان می کند ) ١ (mod )na n   اگر و فقط اگرgcd( , ) ١a n  تعمیم می ،
 .دهد

a,فرض کنید ) قضیه کارمایکل( 2-3-2 قضیه n . در این صورت 
( ) ١ (mod )na n  

)gcdاگر و فقط اگر  , ) ١a n  . علاوه بر این عدد صحیحg  وجود دارد به طوري که 

.ord ( )n g n 

 �  .  ] 21،گزاره [٨یا  [٢]به  ج.ر. اثبات

)حال فرض کنید تجزیه  )n به حاصل ضرب عوامل اول بصورت زیر باشد:  

 (٣٫١)                                                     
١

( ) j
s

l
j

j

n


q 

١که در آن  ٢ ... s  q q q  اعداد اول وjl   . از تعریف  ٢نتیجه می شود که به ازايn  ،
١ ٢q. 

)در گراف  tدوري به طول  3-3-2قضیه  )n  وجود دارد اگر و فقط اگرord ٢dt   به ازاي مقسوم
)از  dعلیه مثبت فرد  )n. 

)دور در -tرأسی از یک  aفرض کنید . اثبات )n در این صورت. باشد 

 (٣٫٢)                                                   ٢  (mod ).
t

a a n 
کافی است ثابت . کوچکترین عدد صحیح مثبتی است که در رابطه بالا صدق می کند tثابت می کنیم  

)کنیم در  )n ١اگر فرض کنید دو دور به طول . دورها مجزایندt  ٢وt  در( )n  وجود دارد که حداقل
و دیگري   ١tیال خارج می شود که یکی متعلق به دور  2در یک رأس اشتراك داشته باشند، از این رأس 

لذا در . تناقض استاست در  1است و با این مطلب که درجه خروجی هر رأس برابر  ٢tمتعلق به دور 
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( )n دورها مجزایند. 

t  کوچکترین عدد صحیح مثبتی است که 

(٣٫٣)                                          ٢ ٢ ١( ١)  (mod ).
t t

a a a a n     

٢چون  ١gcd( , ١) ١
t

a a   ١نتیجه می شود اگر ) 3,3(ز رابطه ، لذا ا gcd( , )n a n  ٢و
١

nn
n

 آنگاه ،

 کوچکترین عدد صحیح مثبت است به طوري که tثابت می کنیم 

(٣٫۴)                      ٢ ١
١ ٢ (mod ),                                    ١ (mod )

t

a n a n   
١و  ٢gcd( , ) ١n n  . ١فرض کنیدt t به طوري که 

١ ١

١

١ ١

٢ ١ ٢
٢ ٢ ٢

٢ ١ ٢
١ ١

 ١ (mod )   (mod )
 (mod )

 ١ (mod )   (mod )

t t

t

t t

a n a a n
a a n

a n a a n





      
     

 

١tبرعکس اگر فرض کنید . تناقض دارد) 3,3(که با رابطه  t  به طوري که 
١ ١

١

١ ١

٢ ٢
٢٢

٢ ٢
٢

( , ) ١ ١ (mod ) ١ (mod )
 (mod )

( , ) ١ ١ (mod ) ١ (mod )

t t

t

t t

a n a n a n
a a n

a n a n a n

       
    

 

 وجود دارد به طوري که bقضیه باقیمانده چینی عدد صحیح  بنا به. تناقض دارد) 3,4(که با رابطه 

(٣٫۵)                           ١ ٢١ (mod ),                 (mod ).b n b a n  
 کوچکترین عدد صحیح مثبت است به طوري که tبا برهان خلف ثابت می کنیم 

(٣٫۶)                           
٢ ١

١ ٢ ١

٢ ١ ٢ ١
٢

١ (mod )
١ (mod ).

١ (mod )

t

t

t t

b n
b n

b a n




 

  
  

 

١tفرض کنید  t به قسمی که: 
١

١

١

٢
٢ ٢

٢
١

  (mod )
 (mod )

  (mod )

t

t

t

a a n
a a n

a a n

  
   

 

 .که تناقض است

ordndحال فرض کنید  b . در این صورت| ٢ ١td .  (٣٫۶)توجه به رابطه با ،t  عدد کوچکترین
|صحیح مثبت است به طوري که  ٢ ١td  . لذاord ٢dt  . واضح است کهd علاوه بر این . فرد است
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|ل، با توجه به قضیه کارمایک ( )d n. 

ordبر عکس، فرض کنید  ٢dt  وd  فردمقسوم علیه مثبت ( )n بنا به قضیه کارمایکل، . باشد
ordوجود دارد به طوري که  nبه پیمانه  gباقیمانده  ( )n g n . قرار دهید( )n dh g  لذا ،

ordnh d . چونt|٢ ١d   ١و به ازاي k t   ،| ٢ ١kd  بنابراین ،t  کوچکترین عدد صحیح مثبتی
 است که

(٣٫٧)                                           ٢ ١ ١ (mod ).       
t

h n  
٢ ١ ٢.  (mod ).

t t

h h h h n   
)دور در -tرأسی از یک  hدر نتیجه  )n است و اثبات تمام است  .� 

)در گراف  tبطول تعداد دورهاي  )n  را با( ( ))tA n شالاي فرمول [١٢]در . نشان می دهیم ،
)بازگشتی براي  ( ))tA n ١ئه داد که براي حالتی که اراt   ٢یا ١t   عدد اول مرسن باشد بدون استفاده

)١از زیرگراف هاي  )n  ٢و( )n روگرز [١١]در . به دست آمده است ،( ( ))tA n  ١را برايt   وn 
او ثابت کرد که زیر گراف هاي متصل به هر رأس از همه دور . هاي اول بطور کامل مشخص کرده است

 . ، درخت هاي دوتایی با ساختار مشابه هستندها، بجز نقطه ثابت 
)١عدد صحیح مثبت می باشد، تعداد ریشه هاي مربعی از هر باقیمانده درجه دو در  n در حالتی که )n 

٢nنتیجه می شود به ازاي . برابر است nبه پیمانه  ١با تعداد ریشه هاي مربعی   زیر گراف هاي متصل ،
)١به هر رأس از هر دور از  )n  اثبات این ویژگی بلافاصله از قضیه ). را ببینید 5و  2شکل (شبیه هستند

 .نتیجه می شود، که در بخش بعد مطرح می گردند 4,4و قضیه  2-2-7
١عدد صحیح مثبت باشد، آن گاه  nاگر   4-3-2قضیه  ١( ( )) ١A n   و( ) ١

١ ٢( ( )) ٢ nA n   . علاوه
١tبر این اگر   ١، آن گاه( ( )) ١tA n   ٢و( ( )) ١tA n . 

١tابتدا فرض کنید . اثبات  .ه به قضیه شالاي، با توج( )
١( ( )) ٢ nA n  .  فرض کنیدa  نقطه ثابت

١( )n در این صورت . باشد 

                        (٣٫٨)              ٢ ( ١)  (mod )a a a a n     
)gcdچون  , ) ١a n  ١نتیجه می شود  (٣٫٨)، از (mod )a n . ١بنابراین( ( )) ١A n   و

( ) ١
١ ٢( ( )) ٢ nA n  . 

١tحال فرض کنید    ٢و( )a n  قسمتی از یکt-١اعداد صحیح  (٣٫۴)به با توجه . دور باشدn  و
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٢n  ١وجود دارد به طوري که ٢, ١n n  ،١ ٢gcd( , ) ١n n  ،١ ٢n n n  وt ثبتی کوچکترین عدد صحیح م
 است که

                     (٣٫٩)                     ١

٢ ١
٢

      (mod ),

١  (mod ).    
t

a n

a n

 


 

)١، رأس 3-3-2بنا به قضیه باقیمانده چینی و اثبات قضیه  )b n  وجود دارد به طوري کهb  قسمتی از
 ور باشد و د-tیک 

                     (٣٫١٠)                        ١

٢

 ١ (mod ),
 (mod ).    

b n
b a n



 

� 

)١ هاي درجه دوم ماندهنا، تعداد ]٥٤٤، گزاره 9[با توجه به   5-3-2یادآوري  )n  ٣به ازايn  ،
)١بنابراین تعداد رئوس . هاي درجه دوم می باشدمانده بزرگتر یا مساوي با تعداد  )n  با درجه ورودي

)١بویژه تعداد رئوس . بزرگتر یا مساوي با رئوس با درجه ورودي مثبت است ،صفر )n  روي یک که
)١تعداد رئوس  بزرگتر یا مساوي با قرار نگرفته، دور )n است دور قرار گرفته روي. 

 اویلر تابع کاربرد  2-4
 مجموعه

( )}n است 2توانی از{ ١|S n  

)را که در آن  )n تابع اویلر می باشد، در نظر بگیرید. 
است اگر و فقط اگر  Sمتعلق به  nمثبت  روشن است که عدد صحیح

١
٢

jm mn F F   به ازاي
   ،j   ٢٢، که ١

mi

imF   اعداد اول مجزاي فرما هستند.  

)١در  1وري با طول بزرگتر از د  1-4-2قضیه  )n  وجود ندارد اگر و فقط اگرn S . ،علاوه بر این
)٢در  1دوري با طول بزرگتر از  )n  وجود ندارد اگر و فقط اگرn S  یاn  به ازاي ،k  ،k امین

 .توان اول باشد

)، با توجه به تعریف تابع کارمایکل. اثبات ) ٢in   براي عدد صحیحi    اگر و فقط اگر
( ) ٢ jn   براي عدد صحیحj i. 

ordدر این صورت مشاهده می کنیم که . عدد صحیح مثبت فرد باشد dفرض کنید ٢ ١d   اگر و فقط
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١dاگر   . 4-3-2بنا به قضیه ،( ( ))tA n    ٢به ازايt   ١اگر و فقط اگر( ( ))tA n    به ازاي

٢t . 

nابتدا فرض کنید  S.  مقسوم علیه مثبت فرد  1در این صورت( )n  نتیجه   3-3-2است و از قضیه
٢tمی شود که به ازاي  : 

١ ٢( ( )) ( ( )) ( ( )) .t t tA n A n A n      
nاگر Sآن گاه ، ( )n  ١مقسوم علیه فردي مانندd  نتیجه  4-3-2و  3-3-2با توجه به قضیه  .دارد

ordمی شود که براي  ٢ ١dt  ، ١( ( )) ١tA n  . 
)٢تنها دور گراف  ،نقطه ثابت توانی از اعداد اول باشد، آن گاه  nمشاهده می کنیم اگر  )n  می

nشد و توانی از اعداد اول نبا nحال فرض کنید . باشد S . ٢نشان می دهیم به ازايt  
٢( ( ))tA n   . توجه کنید وجود داردk Sp  به طوري که||k np ١به ازايk  . ،علاوه بر این

( )k p  ١مقسوم علیه فردي مانندd  علاوه بر این . دارد| ( )d n  چون( ) | ( )k n p . فرض
ordکنید ٢dt  . باقیمانده5-3-2با توجه به یادآوري ، a دارد به طوري که  وجودt  کوچکترین عدد

 صحیح مثبتی است که

             (۴٫١)                                          ٢ ١ ١ (mod ).
t ka   p 

١قرار دهید  
kn n p ١، که ١n  . ٢از قضیه چینی رأس با استفاده ( )b n وجود دارد به طوري که 

            (۴٫٢)                
١

 (mod ), 
 (mod ).

kb a
b n

 

p 

gcd، (۴٫٢)و  (۴٫١)توجه کنید که بنا به  ( , ) gcd  ( , ) ١k kb a p p . همچنینt  کوچکترین عدد
 صحیح مثبتی است که

٢ ٢ ١( ١)  (mod ).
t t

b b b b n     
 کوچکترین عدد صحیح مثبتی است که tدر نتیجه  

٢  (mod ).            
t

b b n 
)٢دور در -tقسمتی از یک  bو  )n است.    � 

)در  1دوري با طول بزرگتر از   2-4-2 نتیجه )n  وجود ندارد اگر و فقط اگرn S. 

)در  1مرکب است اگر و فقط اگر دوري با طول بزرگتر از  mFعدد فرماي   3-4-2نتیجه  )mF 
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  .وجود داشته باشد

 .اول به اعداد طبیعی تعمیم می دهیم را از اعداد [٢٢]قضیه بعد نتیجه روگرز در 
)١هر مؤلفه   4-4-2قضیه  )n ً٢ دقیقا( ( )) ١n   ٢رتبه دارد که( )c  ٢ نشان دهنده بیشترین توان   
 .می کند درا عا cکه است 

٢n لذا فرض کنید .برقرار است n{١،٢}براي  واضح است که قضیه. اثبات  . همچنین فرض کنید
a  یک رأس از مؤلفهC  ١از گراف( )n  باشد به طوري کهordnd a . در این صورت با توجه به

|، قضیه کارمایکل ( )d n . 3-3-2بنا به اثبات قضیه ،a  قسمتی از یکt-دور در C  است و بنابراین
 .فرد باشد dاست اگر و فقط اگر  Cدر بالاترین رتبه 

٢فرض کنید  (mod )b a n .چون 
                    (۴٫٣)          ordord

gcd(٢,ord )
n

n
n

bd a
b

  

 نتیجه می شود که 
ord | ord | ٢ordn n na b a 

ord، آن گاه ordna|٢و اگر  =٢ordn nb a . همان  نتیجه می شود که همه رئوس در 3-4-2همچنین از
)١از  دور )n  به پیمانه  همان مرتبهدارايn ١، یعنی عدد صحیح فرد هستندd   وجود دارد به طوري
 که

                    (۴٫۴)                                   ordnd a 
)١دور در -tز ا aبراي همه رئوس  )n. 

)٢فرض کنید  ( ))l n   ٢و ||ordl
na.  ٢توجه کنید | ( )n  ٢برايn  . ١اگر رأس( )b n  وجود

٢د به طوري که داشته باش  (mod )b a n ١٢، لذا ||ordl
nb

  که باord | ( )nb n از این رو . تناقض دارد
a  رتبه مؤلفه در نتیجه هر . داردC  ١از گراف( )n  ١حداکثر دارايl  رتبه است. 

)١رأسی از  aفرض کنید  )n  است به طوري کهordnd a رأس .فرد استb )١از گراف    )n  را
 پیدا می کنیم به طوري که 

           (۴٫۵)          ٢ ٢ ١
n (mod ),                       ord ٢ord .

t t

nb a n b a  
٢lبرابر با  ordnbبا توجه به بحث بالا،  d  ٢است وi

b  با رتبهi  ٠،١}است به ازاي,..., }i l . لذاC  ًدقیقا
١l  رتبه دارد. 
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)با توجه به تعریف . باشد) 1,2(به عوامل اول بصورت  nفرض کنید تجزیه  )n ٢، عاملjk

jp  ازn 
)٢وجود دارد به طوري که  ( ))jk

j l  p  ١،٢}به ازاي, , }j s . 
,١،٢براي  idفرض کنید  ,i s مرتبه ،a  به پیمانهjk

jp در این صورت. باشد|id d ،id  فرد است  و
a  قسمتی از یک دور بطولord ( )i

i

k
i d it  p  ١در( )ik

i p ٢ابتدا فرض کنید . است( ( ))ik
i l  p .

)١رأس  )ik
i ib  p  را در همانit-رأس مانند  دورa  به پیمانهik

ip رئوس از انتخاب کنید که l تا a  در جهت
 بنابراین ). احتمالا بیش از یک بار دور می زنند( عقربه هاي ساعت دور می زنند

٢  (mod )
l

ik
i ib a p. 

٢حال فرض کنید  || ( )ikl
i p  ٢وik

i p  یا  ۴یاip  ١در این صورت رئوس . استعدد فرد اول( )ik
i p 

ikیک گروه دوري به پیمانه 
ip  با( )ik

i p عضو را تشکیل می دهند. 
ik( mod) برعکس، ریشه اولیه 

i ig p وجود دارد به طوري که 
( )

 (mod ).
ki
i

i id k
i ig a



p

p 
( )د فرض کنی

٢

ik
i

i l
i

c
d




p  و (mod )i ic k
i i ib g p . ٢در این صورت  (mod )

l
ik

i ib a p  ٢و مرتبه ١l

ib  

ik به پیمانه 
ip  ٢برابر است با id. 

١در آخر، اگر  ٢p  ١وk l ،٣l   ١٢که در آن || ( )k n . ١١آن گاه (mod ٢ )ka  چون مرتبه ،a 
٢ به پیمانه  ikعلاوه بر این،. فرد است 

١٢۵ ١  (mod ٢ )
l ka  

٢و مرتبه  ١۵
l   ١٢به پیمانهk  ١فرض کنید. ٢برابر است با

١ ۵ (mod ٢ )kb  . با توجه به قضیه چینی، رأس
١( )b n  ١وجود دارد به طوري که به ازاي, ,i s  ، (mod )ik

i ib b p.  دقت کنید اگرic  مرتبه
ib  به پیمانهik

ip  باشد، آن گاه 

١ ٢ord lcm[ , , , ].n sd c c c  
۴)نیاز داده شده در ویژگی مورد  bلذا نتیجه می شود که  ۵) را دارد.     � 

,فرض کنید   5-4-2قضیه   ,  ,  ,  a b c d e  ٢اعداد صحیح مثبت باشند به طوري کهb a   و
٢ fd   ٢به ازايf  .مثبت ح در این صورت عدد صحیn وجود دارد به طوري که: 
( )i  ١هر مؤلفه( )n  ًدقیقاa رتبه دارد. 

( )ii  ٢بعضی از مؤلفه هاي( )n  حداقلb رتبه دارد. 
( )iii ١( )n  حداقلc مؤلفه دارد. 
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( )iv ٢( )n  حداقلc مؤلفه دارد. 
( )v  ١هر رأس( )n  که رتبه  ندارد، داراي  درجه وروديd است. 

( )vi  ٢تعدادي از رئوس( )n  درجه ورودي بزرگتر یا مساوي باe دارند. 
می ، ناهی بودن تصاعد حسابی اعداد اولو قضیه دیریکله براي نامت با توجه به قضیه باقیمانده چینی .اثبات

١١به طوري که  را پیدا کنیم pعدد اول توانیم  ٢  (mod ٢ )a a p  ١وp  توسطc  عدد
١ ٢٢ ١،٢ ١, ,٢ ١c   عدد صحیح  .بخش پذیر استk  ١٢را انتخاب کنید به طوري کهbk   و

[ ]٢
k

ep . بعدn  را انتخاب کنید به طوري که||k np ،( )n f   و هر مقسوم علیه اولq p  ازn 
 بنابراین. همنهشت باشد ۴به پیمانه  ٣با 

٢ ٢ ٢( ( )) ( ( )) ( ( )) ١,kn a        p p 
)١، 4-4-2ضیه با توجه به قو   )n  ًدقیقاa لذا  .رتبه دارد( )i برقرار است. 

)١رأسی از  iعلاوه بر این اگر  )n  باشد وindeg( )i   آن گاه ، 
( ) ( )indeg( ) ٢ ٢ ,n n fi d    

)و  )v ١توجه کنید  .برقرار است| ( )np  ٢به پیمانه  ٢و مرتبه ١t   برابر است باt . لذا بنا به گزاره
)١، (۴٫۴)و  (٣٫١٠)، (٣٫٩)، 3-3-2، قضیه 2-2-10 )n  ٢و( )n  حداقل هر دوc مؤلفه دارند .

)بنابراین  )iii  و( )iv ٢بدیهی است که در مؤلفه . نیز برقرار است( )n  شامل رأسp، تعداد رتبه ها 

٢log حداقل ١k b     است، یعنی( )ii رست می باشدد. 

٢در آخر توجه کنید  ( )n  و 
[ ]٢

[ ]٢
indeg( ) ,

k k

k e   
p

p
p

 

) در نتیجه )vi برقرار است   .� 
)١، 5-4-2و  4-4-2، 1-4-2، 9-2-2، 7-2-2با توجه به قضایاي   6-4-2یادآوري  )n  رفتار منظم

)٢تري نسبت به  )n نشان می دهد. 
 .زیر اعداد اول فرما  را از سایر اعداد اول فرد جدا می کنیم در قضیه

)گراف   7-4-2قضیه  )n  ًمؤلفه دارد اگر و فقط اگر  ٢دقیقاn  عدد اول فرما  یاn  ٢توانی از 
 .باشد

 �   .بدست می آید 2-4-2و نتیجه  4-1-2، قضیه 10-2-2حکم بلافاصله از گزاره  .اثبات
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٢)٣، ساختار گراف 1-2-2در شکل  ) عدد اول فرماي  ، گراف مکرر5-2-2در شکل  .نشان داده شد

٢ ١٧F  نشان داده شده است . 

 
 5-2-2شکل 

,٢،٣}مرکب است اگر و فقط اگر وجود داشته باشد  mFعدد فرماي   8-4-2نتیجه  , ١}mx F  
٢به طوري که   (mod )mx x F. 
ست اگر و فقط اگر کامل افاقد مربع  mFعدد فرماي  1-1-2با توجه به قضیه   9-4-2یادآوري 

٢  (mod )mx F   ١}به ازاي, , ١}mx F . 
)که بعد بیان می کنیم، فرض شده  10-4-2و  10-4-2براي قضایاي  )n  (٣٫١)به عوامل اول رابطه 
 .تعمیم می دهد nبه عدد طبیعی  nرا از عدد اول  [١١]ز نتیجه روگر 10-4-2قضیه . تجزیه می شود

)گراف   10-4-2قضیه  )n  ً٩مؤلفه دارد اگر و فقط اگر  ٣دقیقاn   ٢۵یاn   یاn  اول و
١( ١) ٢ln q  ریشه اولیه به پیمانه  ٢هم، اول باشد به طوري کهq باشد. 

)ابتدا فرض کنید  .اثبات )n  ًو  1-4-2، 4-3-2و قضیه  10-2-2با توجه به گزاره . مؤلفه دارد ٣دقیقا
kn، این موضوع برقرار است اگر و فقط اگر 2-4-7  p  به ازاي عدد اول فردp ،١k   ١و( )n  یک

)١طول این دور یکتا در  tفرض کنید . دارد ١دور یکتا با طول بزرگتر از  )n عدد (۴٫۴)بنا به . باشد ،
١dصحیح فرد   به طوري که  وجود داردordnd a  اگرa  رأسی از اینt - ١دور در( )n باشد .

ord، 3-3-2علاوه بر این، بنا به قضیه  ٢dt   و| ( )d n. 
)١چون رئوس  )n  یک گروه دوري  با ضرب به پیمانهn  تشکیل می دهند، تعداد رئوسa  ١در( )n 

ordndبه ازاي  a  برابر است با( )d .ن بنابرایt - ١دور یکتایی در( )n  وجود دارد اگر و فقط اگر
 فرد، dبه ازاي 

| ( )
ord ٢

( ) ( ) ١.
ord ٢

d

d n d
t

d d
t

 



  
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)لذا لازم است که  )n  ١مقسوم علیه فرد یکتايd   ریشه اولیه به پیمانه  ٢داشته باشد وd باشد. 
٢kحال فرض کنید   . ١در این صورت( ) ( ١)kn  p p . بنابراین( )n  مقسوم علیه فرد یکتاي

١d   ٢دارد اگر و فقط اگرk  ١وp  لذا  .است ٢توانی ازd  p  وd به هر . عدد اول فرما باشد
٢٢لیه به پیمانه عدد اول فرماي ریشه او ٢حال  ١

m

mF    {٠،١}است اگر و فقط اگرm . در نتیجه
٢٣ ٩n    ٢۵یا ٢۵n  . 

١kهمچنین، فرض کنید   . در این صورت( ) ١n  p  ١وp  ١مقسوم علیه اول فرد یکتايq 
 اگر و فقط اگر

١١ ( ) ٢ ,ln n   q 
)١دور - tبنابراین . عدد اول فرد است qکه  )n ریشه اولیه به پیمانه ٢ و فقط اگراگر  یکتاستq 

 �   .ت شدبالذا حکم ث. باشد
)براي مثال،   11-4-2یادآوري  )n  ًمقایسه کنید 2-2-2با شکل (مؤلفه دارد اگر ٣دقیقا( 

٧,  ٩,  ١١,  ١٣,  ٢٣,  ٢۵,  ۴١,  ۵٣.n  
 .می باشد 10-4-2و  7-4-2شبیه قضیه قضیه زیر بدون اثبات داده شده که اثبات آن 

)گراف   12-4-2قضیه  )n  ًمؤلفه دارد اگر و فقط اگر یکی از شرایط زیر برقرار باشد ۴دقیقا: 
( )i ٢٧n   ١٢۵یاn . 

( )ii n  ١اول است و( ١) ٢ln p  است به ازاي نیز اولord ٢ ( ١) ٢p  p. 
( )iii n  ١اول است به طوري که( ١) ٢ln p  مربع عدد اولq  ٢ریشه اولیه به پیمانه ٢وq است. 
( )iv n ١ه هم اول حاصل ضرب دو عدد صحیح نسبت ب ١q  ٢و ١q  است که هر کدام با عدد اول

 .برابر است ٢فرما یا توانی از 
)براي مثال،   13-4-2 یادآوري )n  ًمقایسه کنید 3-2-2شکل  با(مؤلفه دارد اگر ۴دقیقا( 

۶,  ١٠,  ١٢,  ١۵,  ١٩,  ٢٠,  ٢۴,  ٣ ,٢٩ ,٢٧۴, ٣٧, ۴٠, ۴٧, ۴٨, ۵١.n  
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 سومفصل 

)ساختار گراف  3-1 )n 

 

)گراف جهت دار   1-1-3 تعریف )n  را با رئوس متعلق به مجموعه{ ,١,..., ١}H n    گراف
aه دقیقاً یک یال جهت دار از می نامیم به طوري ک مکرر جهت دار H  بهb H  وجود دارد اگر
٣و فقط اگر   (mod )a b n.   

 
 1-1-3شکل 

 .داده شده است 1-1-3در شکل  (١٣)گراف 

١فرض کنید  ٢, , , ta a a H مجزا باشند و  دو بدو 
٣

١ ٢  (mod ),a a n 
٣

٢ ٣  (mod ),a a n 

 
٣

١ (mod ).ta a n 
١در این صورت  ٢, , , ta a a  یک دور به طولt دوري به طول . تشکیل می دهندt  را یکt- دور 

 .گوئیم نقطه ثابترا  1دوري به طول  .بر خلاف جهت حرکت ساعت می باشد که گوئیم

٣ فرض کنید  2-1-3 عریفت  (mod )x y n . در این صورت گوییمx  بهy  توسط
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٣( )  (mod )f x x n نگاشته می شود. 

)حال زیر گراف هاي  )n را معرفی می کنیم. 

)١فرض کنید   3-1-3 تعریف )n  توسط رئوسی که نسبت بهn  ٢اول هستند و( )n  توسط رئوسی
)١مشاهده می کنیم که . اول نیستند، تعیین شوند nه نسبت به ک )n  ٢و( )n  مجزا هستند و

١ ٢( ) ( ) ( )n n n    . ٢واضح است که( )n  و به ازايn و  1، اعداد ١n متعلق به  ١
١( )n می باشند. 

, فرض کنید: مشاهدات ساده { , , }k l n ١  :در این صورت. ١

( )i k  به ) یا به ازاي هرn به ،
٢
n ( نگاشته می شود اگر و فقط اگر( )n k  به  ) یا به ازاي هر

n به ،
٢
n (نگاشته شود . 

( )ii k  به l  نگاشته می شود اگر و فقط اگر( )n k  به( )n l نگاشته شود. 

( )iii k  نقطه ثابت مجزاست اگر و فقط اگر( )n k نقطه ثابت مجزا باشد. 

( )iv k  قسمتی از یکt-  دور است اگر و فقط اگر( )n k  قسمت دیگري ازt- علاوه . دور باشد
 .دور، مستلزم مجزا بودن دیگري است -tاین  مجزا بودن یکی از این بر 

,اعداد   4-1-3 گزاره ,n ١ )نقاط ثابت  ١ )n علاوه بر این،  . هستند  نقطه ثابت مجزاي( )n 
 . باشدفاقد مربع  nاست اگر و فقط اگر 

  واضح است که. اثبات
٣  (mod ),n   
٣١ ١ ( mod )n 

 و
٣( )  (mod ).n n n  ١ ١ 

٢اشد، در این صورت عامل مربع داشته ب nحال فرض کنید  | np  به ازاي عدد اولp . همچنین 
٣

٢. .  (mod ).n n nn n 
   

 p p p
 

nلذا 
p

 .نقطه ثابت مجزا نیست نگاشته می شود و  به  
٢در این صورت وجود ندارد . باشد فاقد مربع nبرعکس، فرض کنید  ٢ ,k n k    بطوري که
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٣|n k . بنابراین مجزا است .�   

 .گوییم اگر درجه ورودي هر رأس یک باشدمنظم  گراف جهت دار را  5-1-3 تعریف
 . لفه گراف جهت دار یک دور استهر مؤ

وجود داشته باشد به  dگوییم اگر عدد صحیح مثبت نیم منظم  گراف جهت دار را  6-1-3 تعریف
 .باشد یا  dطوري که درجه ورودي هر رأس یا 

گوییم اگر و فقط اگر rبا ریشه شاخه  -mدرخت جهت دار ار راگراف جهت د  7-1-3 تعریف
indeg( )r m همچنین درجه ورودي هر رأس مجاور به ریشه برابر ،m  دقیقاً (استm  داردهمسایه .(

 .می باشد و به همین ترتیب mهمسایه،  mبه طور مشابه درجه ورودي  هر رأس از این 
 فرض کنید

٢

٢

٣       ١ |
( )

           ٣ |           
t n

n
t n


  
 

 

 .صدق می کند ١p(٣ mod) تعداد اعداد اول مجزایی است که در همنهشتی  tکه در آن 
 .، قضیه زیر برقرار استnبراي هر عدد طبیعی 

)١گراف جهت دار   8-1-3قضیه  )n  ٣نیم منظم است اگر و فقط اگر | ( )n . در این حالت درجه
)١ورودي هر رأس  )n  یا برابر( )٣ n  یا می باشد . 

)١رئوس  از آنجا که. اثبات )n  یک گروه با مرتبه( )n )( )n نسبت به ضرب به پیمانه ) تابع اویلر
n ،ثابت می کنیم اگر  تشکیل می دهندindeg( )a    وgcd( , )a n آنگاه ١ ،

indeg( ) indeg( )a  ٣یعنی تعداد جواب هاي همنهشتی هاي  ،١  (mod )x a n  ٣و  (mod )x n١ 
١ادعا می کنیم اگر همچنین . برابر است ٢, , , kx x x  ٣تنها جواب هاي همنهشتی  (mod )x nو  ١b 

٣جوابی از   (mod )x a n  ١باشند، آنگاه ٢, , , kx b x b x b  تنها جواب هاي همنهشتی
٣  (mod )x a n چون . است 

٣ ٣ ٣( )  (mod )                   , ,i ix b x b a n i k  ١ 
 و

                         , , ,i j i jx b x b x x i j k   ١ 
٣جواب دیگري از همنهشتی  cهمچنین اگر   (mod )x a n باشد داریم: 

٣ ٣ ٣ ٣ ١ ٣ ١ (mod ) ١ (mod ) ( ) ١ (mod ) .i ic b n c b n cb n cb x c x b           
nابتدا فرض کنید   p  به ازاي عدد اولp  و تعداد جواب هاي همنهشتی. ١: 

٣ ٢ (mod )      ( - )( )  (mod )x n x x x n     ١ ١ ١ 
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٢٣ اگر. را تعیین می کنیم | n  یا (mod ٣)١p، ٣ آن گاه  k ١p به ازاي متغیر ،k . با انتخاب

, ١، ١x k k k  ٣ ٣  : داریم kبه ازاي متغیر  ٣
٢ ٢

٢ ٢

٢ ٢

  ( )( ) ٩)(١ ٣ ١)
١  ( )( ) ٩)(٢ ٣ ١)
١  ( )( ) )(٩ ٩ ٣)

x k x x x k k k
x k x x x k k k
x k x x x k k k

        

         

        

٣ -١ ١ =(٣

٣ -١ ١ =(٣

٣ -١ ١ =(٣

 

 
١xبنابراین به ازاي  k ٢، ٣( )x x و  3فقط شامل یک عامل  ١( - )x از . است 3بقیه عوامل  شامل ١

٣چون طرفی   (mod )x ١ p  ٢و | p٢، ٣  .٣ بنابراین  (mod )x ١ ٣. 
xاگر  t -١٣  ، آنگاه tبه ازاي متغیر  ١

٢ ١ ١ ٢ ١

١ ٢( ١) ٢ ١ ١

١ ٢( ١) ٢ ١ ١

١

( )( ) )(( ) )
)( )
)( )
)( )

                             =
 

x x x t t t
t t t t
t t t t
t k

tk

  

   

   





  

   

   



     

     

   

-١ ١ =(٣ ٣ ١ ٣ ١ ١

            =(٣ ٣ ٢ ٣ ١ ٣ ١ ١

            =(٣ ٣ ٢ ٣ ٣ ٣

            =(٣ ٣

٣

                            

 

٣در نتیجه   (mod٣ )x   ٠از این رو به ازاي .  ١, ,t  ١٢ ،, ,x     -١ -١١٣ ١٢ ٣ تنها جواب هاي  ١
٣همنهشتی   (mod )x nفرض کنید . می باشند ١( )n ٣تعداد جواب هاي همنهشتی  (mod )x n١ 

 در این صورت . باشد

 
 (mod ٣)١p ، ٢٣ | n 

               در غیر این صورت
 تابع چند جمله اي با ضرایب صحیح باشد، آنگاه  fعدد طبیعی دلخواه و  nعلاوه بر این، اگر 

 ( )  | :  ( )  (mod ) |f n m n f m n       ١ 
)indegلذا  .ضربی است  )a    یا( )indeg( ) ٣ na . 

)١فرض کنید  )n ١و  نیم منظم است( )a n به طوري که ( )indeg( ) ٣ na  . اگر 
٣{ ١| ( , ) ١,  ١ (mod )}.H m n n m m n       

)١آن گاه زیر گروهی از  )n در نتیجه مرتبه . استH  ١مرتبه( )n را عاد می کند یعنی 
(n) | ( )  | ( ).n n  ٣ ٣ 

٣ بر عکس فرض کنید | ( )n .١س در این صورت درجه ورودي هر رأ( )n  است و در نتیجه  1برابر

( )
٣
١

n 



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)١هر مؤلفه  )n دور است .� 

 .نتیجه زیر به آسانی از قضیه بالا به دست می آید
)١گراف جهت دار   9-1-3نتیجه  )n  ١هر مؤلفه ( منظم( )n  است اگر و فقط اگر) دور است 

٣ | ( )n. 
 .قبل اثبات واضح است ،با توجه به قضیه .اثبات
) هر مؤلفه گراف جهت دار  10-1-3قضیه )n  ٣دور است اگر و فقط اگر | ( )n  وn  مربع فاقد

 .کامل باشد
٣ فرض کنید .باتاث | ( )n وn   ٢نشان می دهیم . مربع کامل باشدفاقد( )n فرض کنید . منظم است

a    ٢یک رأس دلخواه( )n  باشد وgcd( , )d a n  که در آنgcd( , )a n  بزرگترین مقسوم علیه
 .است nو  aمشترك 

| ابتدا فرض کنید dp  به ازاي عدد اولp .اگر b ٣هشتی همن جواب  (mod )b a n آنگاه، باشد 
٣

٣|
| |  (mod )

|
d b a

b b b
d


    


p p p

p
 

| که pبه ازاي اعداد اول dp . ٣همچنین  (mod )b a   p به ازاي تمام اعداد اول ،p که | dp . با
٣یکتاست یعنی اگر  bجواب  4-1-3توجه به گزاره   (mod )b a n  و| dpآن گاه ،| ap و 

٣  (mod )b a   p . ٣لذا| bp و در نتیجه | bp به ازاي تمام اعداد اول ،p  کهdp |. 
|حال فرض کنید  n

d
p به ازاي اعداد اولp . ١در گروه دوري� p ، ٣چون | ( ١) p،  مولد گروه  3لذا

٣که  به طوري xوجود دارد در نتیجه . است و معکوس ضربی دارد ١ (mod ( -١))x  p . قرار دهید
 (mod )xb a p . ٢با ضرب طرفین همنهشتی درb داریم:  

)1,1            (            ٣ ٢ ٣ ٣ ٣( )  (mod )  (mod )x x xb b a a b a   p p 
 از آن جایی که

)1,2                     (
٣ ( -١) ١ ( -١)

٣ ١ (mod ( -١)) ٣ ١ ( -١) ٣ ( -١) ١
             .  (mod ).x k k

x x k x k
a a a a a

      

   p p

p p p

p
 

)٢ در رابطه بالا، با توجه به )a n، ( , ) ١a n  ،| ap  ،و بنا به قضیه کوچک فرما
( -١) ١ (mod )a p p ٣، )1,2(و ) 1,1( بنا به رابطه هاي همچنین . برقرار است  (mod )b a p. 

٣نتیجه می شود که با توجه به قضیه چینی،    (mod )b a n . ١به پیمانه  3چونp  و  وارون پذیر است
 فرض کنید .یکتا است bجواب ، قضیه کوچک فرمابنا به 
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٣

١ ٣ ٣ ٣ ٣
١ ٢ ١ ٢٣

٢

٣ ٣ ( ١) ١ ( ١) ١
١ ٢ ١ ٢

( ١) ( ١)
١ ١ ٢ ٢ ١ ٢ ١ ٢

 (mod )
 (mod )  (mod )

 (mod )

 (mod )  (mod )
. .  (mod )  (mod )  (mod ).

x x k k

k k

b a n
b b n b b

b a n

b b b b
b b b b b b b b n

   

 

    
 

   

     

p p

p p

p

p p

p p

 

 
)١، با توجه به نتیجه قبل )nو لذا  منظم ( )nمنظم است  . �  

١فرض کنید  ٢
١ ٢٢ ... sm

sn   p p p  تجزیهn ١ل اول باشد که در آن به عوام ٢ ... s  p p p  اعداد اول
iفرد مجزا هستند و  ١ ،m    وs   . 

)قضیه زیر فرمولی براي تعداد نقاط ثابت گراف جهت دار  )n ارائه می دهد. 
)تعداد   11-1-3قضیه  )L n  از نقاط ثابت گراف( )n برابر است با: 

٣                 
٢ ٣              ١ 

( )
٣ ٣             ٢
۵ ٣             ٣.

s

s

s

s

m
m

L n
m
m

  

  
 

  

 

a، که a عنصر. اثبات n   نقطه ثابت  ١( )n قط اگر است اگر و فa  صفر چند جمله اي
٣( )  (mod )f x x x n  (٢)همچنین . باشد ٢f 


٢)٢و   ) ٣f 


٢mnبه ازاي .   ،m صفر ٣ ،

fهاي   ٠}لق به مجموعه متع,  ,  ,  ,  }m-١ m-١١ ٢ ١ ٢ +١ n-در نتیجه . هستند ١( )m
f 

٢ ۵. 

nفرض کنید   p  که در آن عدد اول٣p  و در این صورت صفر هاي. ١f  جموعه متعلق به م
{٠،١, -١}n در نتیجه . هستند( )f

 ٣


p . چون تابع( )f n


 �. ضربی است، لذا اثبات تمام است 

٢nفرض کنید   12-1-3قضیه   . در این صورت دوري به طولt اف در گر( )n  وجود دارد اگر
ordو فقط اگر  ٣dt   به ازاي مقسوم علیه مثبت زوجd  از( )n. 

)ر در دو-tرأسی از یک  aفرض کنید  .اثبات )n در این صورت. باشد 

)1,3                                                  (٣  (mod ). 
t

a a n 

 کافی است ثابت. ر رابطه بالا صدق می کندکوچکترین عدد صحیح مثبتی است که د tثابت می کنیم  
)کنیم در  )n ١اگر فرض کنید دو دور به طول . دورها مجزایندt  ٢وt  در( )n  که حداقل وجود دارد

و دیگري   ١tیال خارج می شود که یکی متعلق به دور  2از این رأس  در یک رأس اشتراك داشته باشند،
لذا در . است در تناقض است 1که درجه خروجی هر رأس برابر  است و با این مطلب ٢tمتعلق به دور 
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( )n دورها مجزایند. 

t  کوچکترین عدد صحیح مثبتی است که 
٣ ٣ ١( -١)  (mod ).

t t

a a a a n    
٣چون  ١gcd( , ١) ١

t

a a    ١، لذا اگر gcd( , )n a n  ٢و ١n n n ثابت می کنیم ، آنگاهt  کوچکترین
 عدد صحیح مثبت است به طوري که

 )1,4                     (٣ ١
١ ٢ (mod ),                 ١ (mod ) 

t

a n a n   

١و  ٢gcd( , ) ١n n  . ١فرض کنیدt t به طوري که 
١ ١

١

١ ١

٣ ١ ٣
٢ ٢ ٣

٣ ١ ٣
١ ١

 ١ (mod )   (mod )
 (mod )

 ١ (mod )   (mod )

t t

t

t t

a n a a n
a a n

a n a a n





      
     

 

١tبرعکس اگر فرض کنید . تناقض دارد) 1,3(که با رابطه  t  به طوري که 
١ ١

١

١ ١

٣ ٣
٢٣

٣ ٣
٢

( , ) ١ ١ (mod ) ١ (mod )
 (mod )

( , ) ١ ١ (mod ) ١ (mod )

t t

t

t t

a n a n a n
a a n

a n a n a n

       
    

 

 وجود دارد به طوري که bبنا به قضیه باقیمانده چینی عدد صحیح . دارد تناقض) 1,4(که با رابطه 

١ ٢١ (mod ),                 (mod ).b n b a n  
 کوچکترین عدد صحیح مثبت است به طوري که t با برهان خلف ثابت می کنیم

٣ ١
١ ٣ ١

٣ ١ ٣ ١
٢

١ (mod )
١ (mod ).

١ (mod )

t

t

t t

b n
b n

b a n




 

  
  

 

١tفرض کنید  t به قسمی که: 
١

١

١

٣
٢ ٣

٣
١

  (mod )
 (mod )

  (mod )

t

t

t

a a n
a a n

a a n

  
   

 

 .که تناقض است

ordncحال فرض کنید  b .٣ بنا به تعریف مرتبه، در این صورت ١ (mod )t c . اگرc  فرد باشد
٣آنگاه بنا به  ١ (mod ٢)t با برهان خلف ثابت می کنیم ، t  کوچکترین عدد صحیح مثبت است به

٣طوري که  ١ (mod ٢ )t c . ١فرض کنیدt t  به قسمی که
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١

١ ١

١ ١

١

١

١

٣ ١
١٣ ١

٣ ١
٢

٢| ٣ ١
٣ ١ (mod ٢ ) ٢ | ٣ ١

| ٣ ١ ٣ ١ .

١ (mod )
, ١ (mod ) ١ (mod ) ١ (mod )

١ (mod )

t

t

t

t
t t

t t

c cx

c c
c cx

b n
b n b n b n

b n






    
   

       


 

 .که تناقض است

 اگر 

c  فرد 
c زوج 

ordآنگاه با استفاده از قضیه کارمایکل می توان نتیجه گرفت  ٣dt   و| ( )d n. 

ordبر عکس، فرض کنید  ٣dt   وd  مقسوم علیه مثبت زوج( )n بنا به قضیه کارمایکل، . باشد
ordوجود دارد به طوري که  nبه پیمانه  gباقیمانده  ( )n g n . قرار دهید( )n dh g  لذا ،

ordnh d . چونt|٣ ١d   ١و به ازاي k t   ،| ٣ ١kd  بنابراین ،t  کوچکترین عدد صحیح مثبتی
 است که

٣ ١ ٣ ١ ٣١ (mod ),                 .  (mod ).
t t t

h n h h h h n    
)در  دور-tرأسی از یک  hدر نتیجه  )n است و اثبات تمام است  .� 

)تعداد مؤلفه هاي   12-1-3قضیه  )n ،3  ۴است اگر و فقط اگرn   یا به ازاي عدد طبیعیk ،
٣kn   یاn  ٢عدد اولی به فرم ٣ ١kn    باشد. 

)اگر . اثبات )n  ً11-1-3بنا به قضیه  لذا. نقطه ثابت دارد 3یعنی حداکثر مؤلفه داشته باشد،  3دقیقا، 
۴n   یاn  ١به ازاي ثابت می کنیم همچنین . د اول فرد استعد یکتوانی ازt  دوري به طول ،t 

 اینصورت در . وجود داشته باشد bو رأس  aبین نقطه ثابت  2 فرض کنید دوري بطول. وجود ندارد
٣

٣

 (mod )
 (mod )

a b n
a b

a a n

  
 

 

|، 12-1-3در نتیجه بنا به قضیه . وجود ندارد 1لذا دوري بطول بیشتر از  .که تناقض است ٣ ١td   به
١tازاي    ٢و هر مقسوم علیه زوجd   از تابع کارمایکل( )n .توان  که با توجه به این مطلب، می

)و  d|٣نتیجه گرفت که  ) ٢ ٣ln    به ازاي عدد طبیعیl . به ازاي عدد طبیعی ثابت می کنیم در نهایت

٢
d

c
c





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k ،٣kn  ا یn ٢به فرم  عدد اول ٣ ١kn    ١ فرض کنید .می باشد

١٢ ٣ ... s
sn   p p  تجزیهn  به

اعداد اول فرد مجزا هستند و  ۵ipعوامل اول باشد که در آن   ،i ١ ،    وs   . در این
 صورت

١

١

١
١١١

١ ١

( ) lcm [ (٢ ), (٣ ), ( ),..., ( )]

       lcm [ (٢ ),٢ ٣ ( ١) ( ١) ]

s

s

s

s s

n  

 

    

 



   

p p

, p p ,..., p p
 

 :زیر وجود دارد هاي حالت

 ( )i  اگر   ،  ١و دلخواه ١s   آنگاه ، 
١

١ ١٣ ... ( ) lcm [٢ ٣ ( ١) ( ١)] ٢ ٣l
s sn n         p p , p ,..., p 

( )ii  ١اگر  ،  ١دلخواه و ١s    آنگاه ، 
١

١ ١٢ ٣ ... ( ) lcm [١،٢ ٣ ( ١) ( ١)] ٢ ٣l
s sn n          p p , p ,..., p 

( )iii ٢گر ا  ،  ١دلخواه و ١s    آنگاه ، 
٢ ١

١ ١٢ ٣ ... ( ) lcm [٢،٢ ٣ ( ١) ( ١)]s sn n        p p , p ,..., p 
( )iv  اگر    ،١ ١s    آنگاه ، 

١ ١... ( ) lcm [( ١) ( ١)] ٢ ٣l
s sn n      p p p ,..., p 

 همچنین می دانیم

١ ٢ ٣ ٣ ١       

١ ٢ ٣ ٢ ٣ ١

k k

k k

      


      

 i i

i i

p p

p p
 

٣kn لذا با توجه به حالت هاي بالا،   یاn ٢به فرم  عدد اول ٣ ١kn    می باشد. 

۴nبرعکس، اگر   آنگاه ( )nً٣فرض کنید . مؤلفه دارد 3 ، دقیقاkn   یاn  عدد اول به فرم
٢ ٣ ١kn    در این صورت. باشد ( )n، ًنقطه ثابت دارد و  3 دقیقا( ) ٢٫٣ln  . در این حالت اگر

١tبا توجه به قضیه قبل دوري به طول مؤلفه داشته باشیم،  3یشتر از ب   وجود دارد که در آنord ٣dt  
)مقسوم علیه مثبت زوج  dو  )n در نتیجه . می باشدt  کوچکترین عدد صحیح مثبتی است که

٣ ١ (mod )t d  وt|٣ ١d  . چون از طرفی دیگر| ( ) ٢ ٣ld n  ، t٣|٢ ١d    ١یعنیt   که تناقض
)تنها دور هاي  بنابراین .است )n  ١نقاط ثابت,  ١وn می باشد .� 
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٢)۵گراف هاي  )  ٣)٣و ) ۵گراف . را در نظر بگیرید

٢)١ )  و  2دور به طول  6نقطه ثابت و  4شامل
۵گراف 

٢)٢ )  درختی جهت دار با ریشه  همچنین گراف ). را ببینید  2-1-3شکل ( می باشد
٣

٣)١ )  ٣٣و  ١شامل دو درخت جهت دار یکریخت با ریشه هاي ١ ٢۶   ٣و گراف
٣)٢ )  درختی

 ).را ببینید  3-1-3شکل ( می باشد  جهت دار با ریشه 

aرا با  a، کوچکترین عدد طبیعی بزرگتر یا مساوي aبراي عدد حقیقی دلخواه .  یادآوري    نمایش
 .می دهیم

٢)١گراف . عدد طبیعی باشد kفرض کنید   13-1-3قضیه  )k  دور ) نقطه ثابت  4بجز ( فقط شامل
٢)٢و گراف  2هایی به طول توان هایی از  )k  درختی با ریشه علاوه بر این . ی باشدم

٣( ) ٢k kindeg    . 

٢knاگر . اثبات  ١، آنگاه هر گراف( )n  ٢و( )n  ١دقیقا شامل( ) ٢kn  همچنین . رأس است
٣چون  | ( )n٢)١ 9-1-3نتیجه ه به ، با توج )k 4به راحتی می توان بررسی کرد . فقط شامل دور است 

١نقطه ثابت  ١٢ ١،٢ ١،١k k    ٢و ١k   ٢)١در )k می دانیم دوري به طول * بنا به قضیه. وجود داردt 
ordوجود دارد اگر و فقط اگر  ٣dt   به ازاي مقسوم علیه مثبت زوجd  ٢از( ) ٢kn  . البته رتبهt  از

)١در گروه ضربی رئوس  3 )n١رابر با ، رتبه گروه را که ب( ) ٢kn  در نتیجه . است، عاد می کندt 
 .می باشد 2توان 

٣٢kبه آسانی می توان دید که  k    ٢)٢عنصر در )k  وجود دارد که عبارتند از
٣ ٣ ٣ ٣ ٣٢ ٢ , ,  ٣ ٢ ,  ٢ ٢ ,  ٢k k k k k k                        که به همچنین همه رئوس . نگاشته می شوندw  از

٢)٢ )k  بیشتر باشد، مسیر جهت دار از  2هستند که هر چه توان  2مضاربw  به کوتاه تر است.  � 

 
٢)۵. 2-1-3شکل  ) 
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٣)١گراف . عدد طبیعی باشد kفرض کنید   14-1-3قضیه  )k  و  1شامل دو درخت یکریخت با ریشه
٣ ١k  ٣)٢علاوه بر این، . می باشد )k ٣همچنین . است ٠ه درختی با ریش( ) ٣k kindeg    . 

٣)گراف  12-1-3 با توجه به قضیه. اثبات )k  ١مؤلفه با نقاط ثابت  3دقیقا,  ٣و ١k  به . دارد
٣٣kآسانی می توان دید که  k    ٣)٢عنصر در )k  وجود دارد که عبارتند از

٣ ٣ ٣ ٣ ٣٣ ٣ , ,  ٣ ٣ ,  ٢ ٣ ,  ٣k k k k k k                        که به همچنین همه رئوس . نگاشته می شوندw 
٣)٢از  )k  بیشتر باشد، مسیر جهت دار از  3توان  هستند که هر چه 3مضاربw  بهاز . کوتاه تر است

|١٣آنجا که  ( ) ٢ ٣kn    ٣)١لذا )k  گراف نیم منظم است و درجه هر رأس یا  با . می باشد 3یا
٣)١گراف  جه به مشاهدات ساده،تو )k  ٣شامل دو درخت یکریخت با ١k  رأس در هر درخت است.  
 � 

 
٣)٣. 3-1-3شکل  ) 

 nگراف مقسوم علیه صفر حلقه   3-2
چنین   .معرفی شد 1988در سال  [٢] ر حلقه هاي جابجایی توسط بکمفهوم گراف مقسوم علیه صف

گراف هایی با استفاده از ابزار گراف هاي تئوریک، براي مطالعه خواص جبري حلقه ها به ما کمک می 
و مجموعه عناصر  nبا عمل دوتایی جمع و ضرب به پیمانه  nدر این پروژه فقط حلقه . کنند

{ ,١, , ١}n n    گراف مقسوم علیه صفر حلقه  .در نظر گرفته شده استn  رابا( )nG   نشان می
}دهیم که رئوس آن متعلق به مجموعه  }n   ست که رئوس می باشد و داراي این خاصیت اx  وy 

xمجاور هستند اگر و فقط اگر  y  و.  (mod )x y n . 

گراف، کمترین تعداد رنگ هایی که بتوان به ) تعداد یال هاي رنگی (  عدد رنگی  1-2-3تعریف 
 .مجاور، رنگ هاي متفاوتی داشته باشند) یال(صاص داد به طوري که هر دو رأس اخت) یال ها(رئوس 

گوییم اگر هر دو رأس مجزاي  m به اندازهدسته رأس یک  mرا با  mKزیر گراف   2-2-3تعریف 
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 . ه، کوچکترین کران بالاي اندازه دسته هاستتعداد دست. آن مجاور باشند

)نشان داد که عدد رنگی گراف  1988بک در سال  )nG  اکبري و . برابر با تعداد دسته ها است
)ثابت کردند که تعداد یال هاي رنگی  2004محمدیان در سال  )nG   ل شک(برابر با حداکثر درجه است

)فرمول هایی براي محاسبه تعداد دسته ها و حداکثر درجه  ما در این جا). را ببینید 3-1-1 )nG   ارائه می
 .دهیم

١فرض کنید  ٢
١ ٢ ... s

sn   p p p  تجزیهn  ١به عوامل اول باشد که در آن ٢ ... s  p p p اد اول اعد
iمجزا هستند و  ١، ١s  .دو قضیه زیر را داریم. 

١n  3-2-3گزاره  p  ١رأسی با درجه ماکزیمال ١n p است. 
١n به آسانی می توان دید رأس. اثبات p،  ١دقیقا ١n p  همسایه در( )nG   دارد که عناصر

١ ١ ١ ١ ١,٢ ،٣ , , ( ١)n p p p p p ١عدد . می باشدp  کوچکترین عدد اول در تجزیهn در نتیجه . می باشد
١ ١n p  درجه ماکسیمم( )nG  است  .� 

)مربع کامل باشد، در این صورت تعداد دسته گراف فاقد  nفرض کنید   4-2-3گزاره  )nG  ،2  تا
١، به ازاي iاگر . است i s   اعداد زوج باشند، آنگاه تعداد دسته گراف( )nG  برابر ،

)١ ٢ ٢٢ ٢
١ ٢ ... ١s

s
  p p p (از طرفی دیگر تعداد دسته، . می باشد)١ ٢

١ ٢ ... s
s
 p p p ( می باشد که در آن

٢i i  به ازايi  زوج و( ١) ٢i i    به ازايi فرد است. 
١فرض کنید   .اثبات ٢... sn  p p p١، به ازاي i s  ،ip در این صورت عناصر . اعداد اول مجزا هستند

١p  ٢و ٣... sp p p  ٢دو سر دستهk  وجود ندارد ٣می باشند و دسته اي با اندازه. 

١حال، فرض کنید  ٢
١ ٢ ... s

sn   p p p  تجزیهn  به عوامل اول باشد که در آنi ،١ i s زوج هستند ، .
١در این صورت عنصر  ٢ ٢٢ ٢

١ ٢ ... s
s
   p p p  ٢و عناصر ،٣ ،۴ ،... ،( ١)  یک دسته از

( )nG  د، یعنی حاصلضرب هر جفت از این را تشکیل می دهن( ١)   عنصر مضربn عنصر . است 
١کوچکترین عدد است به طوري که مضرب  ٢ ٢٢ ٢

١ ٢( ... ١)s
s
  p p p  بزرگترین عدد متعلق بهn  می

١ین تعداد دسته در این حالت برابر با باشد و بنابرا ٢ ٢٢ ٢
١ ٢ ... ١s

s
  p p p است. 

١در آخر، فرض کنید  ٢ ١ ٢
١ ٢ ١ ٢... ...t r

t rn      q q q h h h  تجزیهn  به عوامل اول باشد که در آنi ،١ i t  
١، iفرد و  i r  ١در این صورت عنصر . فرد هستند ٢ ١ ٢( ١) ٢( ١) ٢ ( ١) ٢ ٢ ٢ ٢

١ ٢ ١ ٢... ...t r
t ru       q q q h h h  و

( ١)u   ١مضارب ٢ ١ ٢( ١) ٢( ١) ٢ ( ١) ٢ ٢ ٢ ٢
١ ٢ ١ ٢... ...t r

t rw       q q q h h h هستند یعنیw ،٢w ،٣w ،... ،
( ١)u w حاصلضرب هر جفت از این (یک دستهu  عنصر مضربn  را تشکیل می دهند) است. 
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)کوچکترین عدد است به طوري که مضرب   wعنصر  ١)u w  بزرگترین عدد متعلق بهn  می باشد و

١بنابراین تعداد دسته در این حالت برابر با  ٢ ١ ٢( ١) ٢( ١) ٢ ( ١) ٢ ٢ ٢ ٢
١ ٢ ١ ٢... ...t r

t ru       q q q h h h است    .  

)۶٠گراف مقسوم علیه صفر  (١) 5-2-3 مثال )G  ٢۶٠. را در نظر بگیرید ٢ ٣ ۵    بنابراین
٢ ٣ ۵ ٣٠    ٢رأسی با درجه ماکزیمال ٣ ۵ ١ ٢٩     می باشد ٢است و تعداد دسته ها برابر با. 

۵اگر  (٢) ٣ ٢٢ ۵ ٧n    درجه ماکزیمال گراف 4-2-3و  3-2-3، آن گاه با توجه به گزاره ،( )nG  
۴برابر با  ٣ ٢٢ ۵ ٧ ١    ٢٢و تعداد دسته ها برابر با ۵ ٧  می باشد.
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 فصل چهارم

)ساختار گراف  4-1 )n 

)گراف جهت دار   1-1-4 تعریف )n جموعه را با رئوس متعلق به م{ ,١,..., ١}H n    گراف
aمی نامیم به طوري که دقیقاً یک یال جهت دار از  مکرر جهت دار H  بهb H  وجود دارد اگر
۵و فقط اگر   (mod )a b n.   

 
 1-1-4شکل 

 .داده شده است 1-1-4در شکل  (١٣)گراف 

١فرض کنید  ٢, , , ta a a H  دو بدو مجزا باشند و 
۵

١ ٢  (mod ),a a n 
۵

٢ ٣  (mod ),a a n 

 
۵

١  (mod ).ta a n 

١در این صورت  ٢, , , ta a a  یک دور به طولt تشکیل می دهند. 

)نقطه ثابت مجزاي  د عد  2-1-4 گزاره )n  است اگر و فقط اگرn  مربع کامل باشدفاقد . 
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٢فرض کنید . اثبات | np  به ازاي عدد اولp .در این صورت  
۵

٣
٢. .( )  (mod ).n n nn n 

   
 p p p

 

nلذا 
p

 .نقطه ثابت مجزا نیست نگاشته می شود و  به  
mod) واضح است که در این صورت . باشدمربع کامل فاقد  nبرعکس، فرض کنید  )x n   تنها

۵جواب همنهشتی   ( mod )x n  بنابراین  .است  مجزا استنقطه ثابت .�   

 فرض کنید
٢      ١۵ |

( )
          ٢۵ |

t n
n

t n



 


 

صدق  ١p(mod ۵) در همنهشتی را عاد می کند و  nاول مجزایی است که تعداد اعداد  tکه در آن 
  .می کند

 .می باشد یکی از کاربرد هاي نظریه گروه و نظریه اعدادقضیه زیر 

)١گراف جهت دار  3-1-4قضیه  )n  ۵نیم منظم است اگر و فقط اگر | ( )n . در این حالت درجه
)١ورودي هر رأس  )n  یا برابر( )۵ n  یا می باشد . 

)١رئوس  از آنجا که. اثبات )n  یک گروه با مرتبه( )n )( )n نسبت به ضرب به پیمانه ) تابع اویلر
n  تشکیل می دهند، ثابت می کنیم اگرindeg( )a    وgcd( , )a n آنگاه ١ ،

indeg( ) indeg( )a  ۵یعنی تعداد جواب هاي همنهشتی هاي . ١  (mod )x a n  ۵و  (mod )x n١ 
١همچنین ادعا می کنیم اگر . برابر است ٢, , , kx x x  ۵تنها جواب هاي همنهشتی  (mod )x nو  ١b 

۵جوابی از   (mod )x a n  ١باشند، آنگاه ٢, , , kx b x b x b  تنها جواب هاي همنهشتی
۵  (mod )x a n چون . است 

۵ ۵ ۵( )  (mod )                   , ,i ix b x b a n i k  ١ 
 و

                         , , ,i j i jx b x b x x i j k   ١ 
۵جواب دیگري از همنهشتی  cهمچنین اگر   (mod )x a n باشد داریم: 

۵ ۵ ۵ ۵ ١ ۵ ١ (mod ) ١ (mod ) ( ) ١ (mod ) .i ic b n c b n cb n cb x c x b           
nابتدا فرض کنید   p  به ازاي عدد اولp  و تعداد جواب هاي همنهشتی. ١: 

۵ ۴ ٣ ٢ (mod )      ( - )(x )  (mod )x n x x x x n       ١ ١ ١ 
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٢۵اگر . را تعیین می کنیم | n  یا (mod ۵)١p ۵، آن گاه  k ١p به ازاي متغیر ،k . با انتخاب
, ,x k k k  ۵ ۵ ١۵  : داریم kبه ازاي متغیر  ٢

۴ ٣ ٢ ۴ ٣ ٢ ۵

۴ ٣ ٢ ۴ ٣ ٢

۴ ٣ ٢ ۴ ٣ ٢

  ( )(x ) ١)(( ) ( ) ( ) ( ) ) ( ) ١
١  ( )(x ) ٢)(( ) ( ) ( ) ( ) )
١  ( )(x ) )(( ) ( ) ( ) ( ) ) ( )( )

x k x x x x k k k k k k
x k x x x x k k k k k
x k x x x x k k k k k k 

              

             

           

۵ -١ ١ =(۵ ۵ ۵ ۵ ۵ ١ ۵

۵ -١ ١ =(۵ ۵ ۵ ۵ ۵ ١

۵ -١ ١ =(۵ ۵ ۵ ۵ ۵ ١ ۵ ۵
۴ ٣ ٢ ۴ ٣ ٢

۴ ٣ ٢ ۴ ٣ ٢

  ( )(x ) )(( ) ( ) ( ) ( ) )
  ( )(x ) )(( ) ( ) ( ) ( ) )

x k x x x x k k k k k
x k x x x x k k k k k

 

                

                

۵ ٢ -١ ١ =(۵ -١ ۵ ٢ ۵ ٢ ۵ ٢ ۵ ٢ ١

۵ ٢ -١ ١ =(۵ -٣ ۵ ٢ ۵ ٢ ۵ ٢ ۵ ٢ ١

١xبنابراین به ازاي  k ۵ ،۴ ٣ ٢(x )x x x   و  ۵فقط شامل یک عامل  ١( - )x شامل بقیه عوامل  ١
۵از طرفی چون . است ۵  (mod )x ١ p  ۵و | p٢، ٣  . ۵بنابراین  (mod )x ١ ۵. 

xاگر  t -١۵  ، آنگاه tبه ازاي متغیر  ١
۴ ٣ ٢ ١ ١ ۴ ١ ٣ ١ ٢ ١

١ ٢( ١) ٢ ١ ٢( ١) ٢ ١

١ ٢( ١) ٢ ١

( )(x ) )(( ) ( ) ( ) )
)(( )( ) ... ))
)( )

x x x x t t t t t
t t t t t
t t k t

    

    

  

    

    

  

           

       

   

-١ ١ =(۵ ۵ ١ ۵ ١ ۵ ١ ۵ ١ ١

            =(۵ ۵ ٢ ۵ ١ ۵ ٢ ۵ ١ ١

            =(۵ ۵ ٢ ۵ ۵ ۵

            =( ١ )( )
                             =
                             

t
t









۵ ۵

۵

 

۵در نتیجه   (mod۵ )x   از این رو به ازاي  .١t  ,١،٢،٣،۴، 
, , ,x       -١ -١ α-١ α-١١۵ ١٢ ۵ ١٣ ۵ +١،۴ ۵ +١ 

۵هاي همنهشتی تنها جواب   (mod )x nفرض کنید . می باشند ١( )n  تعداد جواب هاي
۵همنهشتی  (mod )x nدر این صورت . باشد ١ 

 (mod ۵)١p ، ٢۵ | n 
 در غیر این صورت              

 چند جمله اي با ضرایب صحیح باشد، آنگاه تابع  fعدد طبیعی دلخواه و  nن، اگر علاوه بر ای
 ( )  | :  ( )  (mod ) |f n m n f m n       ١ 

)indegلذا . ضربی است  )a    یا( )indeg( ) ۵ na . 
)١فرض کنید  )n  ١نیم منظم است و( )a n  به طوري که( )indeg( ) ۵ na  . اگر 

۵{ ١| ( , ) ١,  ١ (mod )}.H m n n m m n       
)١آن گاه زیر گروهی از  )n در نتیجه مرتبه . استH  ١مرتبه( )n را عاد می کند یعنی 

(n) | ( ) | ( ).n n  ۵ ۵ 

( )
۵
١

n 



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|بر عکس فرض کنید  ( )n۵ . ١در این صورت درجه ورودي هر رأس( )n  است و در نتیجه  1برابر
)١هر مؤلفه  )n دور است .� 

 .دست می آیدنتیجه زیر به آسانی از قضیه بالا به 
)١گراف جهت دار  4-1-4نتیجه  )n  ۵منظم است اگر و فقط اگر | ( )n. 
) هر مؤلفه گراف جهت دار 5-1-4 قضیه )n  ۵دور است اگر و فقط اگر | ( )n  وn  مربع فاقد
 .اشدبکامل 
۵فرض کنید  .اثبات | ( )n وn  ٢نشان می دهیم . مربع کامل باشدفاقد( )n فرض کنید . منظم است
a    ٢یک رأس دلخواه( )n  باشد وgcd( , )d a n  که در آنgcd( , )a n  بزرگترین مقسوم علیه

 .است nو  aمشترك 
|ابتدا فرض کنید  dp  به ازاي عدد اولp .اگر b  ۵جواب همنهشتی  (mod )b a n آنگاه، باشد 

۵
۵|

| |  (mod )
|

d b a
b b b

d

    


p p p

p
 

|که  pبه ازاي اعداد اول dp . ۵همچنین  (mod )b a   p به ازاي تمام اعداد اول ،p  که| dp . با
۵یکتاست یعنی اگر  bجواب  2-1-4گزاره توجه به   (mod )b a n  و| dpآن گاه ،| ap  و

۵  (mod )b a   p . ۵لذا| bp  و در نتیجه| bp به ازاي تمام اعداد اول ،p  کهdp |. 
|حال فرض کنید  n

d
p به ازاي اعداد اولp . ١در گروه دوري� p ۵، چون | ( ١) p مولد گروه  5، لذا

) mod) ١به طوري که  xدر نتیجه وجود دارد . است و معکوس ضربی دارد -١))x ۵ p . قرار دهید
 (mod )xb a p . ۴با ضرب طرفین همنهشتی درb اریمد : 

)4,1                              (۵ ۴ ۵ ۵ ۵( )  (mod )  (mod )x x xb b a a b a   p p 
 از آن جایی که

)4,2                      (۵ ( -١) ١ ( -١)

۵ ١ (mod ( -١)) ۵ ١ ( -١) ۵ ( -١) ١
             .  (mod ). x k k

x x k x k
a a a a a

      

   p p

p p p

p
 

)٢در رابطه بالا، با توجه به  )a n ،( , ) ١a n  ،| ap به قضیه کوچک فرما،  و بنا
( -١) ١ (mod )a p p ۵،  )4,2(و) 4,1(همچنین بنا به رابطه هاي . برقرار است  (mod )b a p. 

٣با توجه به قضیه چینی، نتیجه می شود که    (mod )b a n . ١به پیمانه  5چونp  وارون پذیر است و 
 فرض کنید .یکتا است bبنا به قضیه کوچک فرما، جواب 
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۵
١ ۵ ۵ ۵ ۵

١ ٢ ١ ٢۵
٢

۵ ۵ ( ١) ١ ( ١) ١
١ ٢ ١ ٢

( ١) ( ١)
١ ١ ٢ ٢ ١ ٢ ١ ٢

 (mod )
 (mod )  (mod )

 (mod )

 (mod )  (mod )
. .  (mod )  (mod )  (mod ).

x x k k

k k

b a n
b b n b b

b a n

b b b b
b b b b b b b b n

   

 

    
 

   

     

p p

p p

p

p p

p p

 

 
)١با توجه به نتیجه قبل،  )n منظم و لذا ( )nمنظم است . 

  �  .  دبدست می آی 4-1-4 و نتیجه 2-1-4 جهت عکس قضیه از گزاره
١فرض کنید   6-1-4قضیه  ٢ ١ ٢

١ ٢ ١ ٢٢ ۵ ... ...s t
s tn       p p p q q q  تجزیهn   به عوامل اول باشد که در آن

ip  وiq ،{٢،۵} اعداد اول مجزا هستندi p ،١ (mod ۴) ip  ١و (mod ۴)iq . در این صورت
)تعداد  )L n  از نقاط ثابت گراف( )n برابر است با: 

٢

١         { ,١،٢}
( ) ٣ ۵ ۵              ٣ 

٣             ۴

s tL n
 





   
   
 

 

)۵فرض کنید . اثبات )f x x x  . ٢)٢به آسانی دیده می شود ) (٢) ,٣ ٢f f    و
٢)٣ ) ۵f  . ٢به ازايn  ،۴   صفرهايf متعلق به مجموعه 

١ ٢ ٢{ ,  ١,  ٢ ١,  ٢ ١,  ٣٫٢ ١,  ١}n         
٢)٢لذا . می باشند  ) ٣f  . 

nبراي   p  کهp  ١عدد اول فرد است به طوري که (mod ۴) p  ١و  ، صفرهايf  متعلق
}به مجموعه ,  ١,  ١}n  بنابراین . می باشند( ) ٣f  p. 

nاگر  q  کهq  ١عدد اول فرد است به طوري که (mod ۴)q  ١و در نتیجه بنا به ، 

)، ]42,2نتیجه  ، 21[  ) ۵f  q  .  � 

٢nفرض کنید   7-1-4قضیه   .ر این صورت دوري به طول دt  در گراف( )n  وجود دارد اگر و
ordفقط اگر  ۵dt   به ازاي مقسوم علیه مثبتd  از( )n. 

)دور در -tرأسی از یک  aفرض کنید . اثبات )n در این صورت. باشد 

)4,3                                                  (۵  (mod ). 
t

a a n 

t  کوچکترین عدد صحیح مثبتی است که 
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۵ ۵ ١( ١)  (mod ).
t t

a a a a n     
۵چون  ١gcd( , ١) ١

t

a a    ١، لذا اگر gcd( , )n a n  ٢و ١n n n آنگاه ،t  کوچکترین عدد صحیح
 مثبت است به طوري که

 )4,4               (              ۵ ١
١ ٢ (mod ),                 ١ (mod ) 

t

a n a n   

١و  ٢gcd( , ) ١n n  . بنا به قضیه باقیمانده چینی عدد صحیحb وجود دارد به طوري که 

١ ٢١ (mod ),                 (mod ).b n b a n  
 کوچکترین عدد صحیح مثبت است به طوري که tلذا 

۵ ١
١ ۵ ١

۵ ١ ۵ ١
٢

١ (mod )
١ (mod ).

١ (mod )

t

t

t t

b n
b n

b a n




 

  
  

 

ordndفرض کنید  b . لذاt  ۵کوچکترین عدد صحیح مثبت است به طوري که ١ (mod )t d . در
ord این صورت ۵dt . چونordnd b  وgcd( , ) ١b n  بنا به قضیه کارمایکل ،| ( )d n. 

ordبر عکس، فرض کنید  ۵dt   وd  مقسوم علیه مثبت( )n بنا به قضیه کارمایکل، باقیمانده . باشد
g  به پیمانهn ي که وجود دارد به طورord ( )n g n . قرار دهید( )n dh g  لذا ،ordnh d . چون

t|۵ ١d   ١و به ازاي k t   ،| ۵ ١kd  بنابراین ،t صحیح مثبتی است که کوچکترین عدد 
۵ ١ ۵ ١ ۵١ (mod ),                 .  (mod ).

t t t

h n h h h h n    
)دور در -tرأسی از یک  hدر نتیجه  )n است و اثبات تمام است  .� 

٢)١گراف . عدد طبیعی باشد kفرض کنید   8-1-4قضیه  )k  دور ) نقطه ثابت  8بجز ( فقط شامل
٢)٢و گراف  2هایی به طول توان هایی از  )k  درختی با ریشه علاوه بر این . می باشد

۵( ) ٢k kindeg    . 

٢knاگر . اثبات ١اه هر گراف ، آنگ( )n  ٢و( )n  ١٢دقیقا شاملkn  همچنین چون . رأس است
۵ | ( )n، ٢)١ )k به راحتی می توان بررسی کرد . فقط شامل دور است

١ ٢ ٢١،٢ ١،٢ ١،٣٫٢ ١،٢ ١k k k k       ٢)١نقاط ثابت )k می دانیم دوري  7-1-4بنا به قضیه . می باشند
ordوجود دارد اگر و فقط اگر  tبه طول  ۵dt   به ازاي مقسوم علیهd  ٢از( ) ٢kn  .به البته رتt  از

)١در گروه ضربی رئوس  5 )n ١، رتبه گروه را که برابر با( ) ٢kn  در نتیجه . است، عاد می کندt 
 .می باشد 2توان 
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۵٢kبه آسانی می توان دید که  k    ٢)٢عنصر در )k  وجود دارد که عبارتند از
۵ ۵ ۵ ۵ ۵٢ ،٢ ٢ ،٣ ٢ , ,٢ ٢k k k k k k                        که به همچنین همه رئوس . نگاشته می شوندw  از

٢)٢ )k  مسیر جهت دار از  بیشتر باشد، 2هستند که هر چه توان  2مضاربw  به کوتاه تر است  .� 

 
 2-1-4شکل 

۵)١گراف . عدد طبیعی باشد kفرض کنید   9-1-4قضیه  )k  درخت یکریخت می باشد چهارشامل .
۵)٢علاوه بر این،  )k  ۵همچنین . است ٠درختی با ریشه( ) ۵k kindeg    . 

۵)گراف . اثبات )k ً۵۵به آسانی می توان دید که . ثابت دارد نقطه 5مؤلفه با  5 دقیقاk k   عنصر 
٢(۵ )k  ۵عبارتند از ۵ ۵ ۵ ۵ ۵ ,  ٢ ۵ ,  ٣ ۵ , ,۵ ۵k k k k k k                        که به از . نگاشته می شوند

|١۵آنجا که  ( ) ۴ ۵kn    ۵)١لذا )k  گراف نیم منظم است و درجه هر رأس یا  می باشد 5یا .
۵)١ بنابراین )k  ١}حال فرض کنید . است درخت یکریخت چهارشامل، ١, , }n a n a   مجموعه تمام

۵)١نقاط ثابت  )k ١اگر . باشد ١, , ,n a n aT T T T   ١بترتیب درختان شامل، ١, ,n a n a   باشند، آنگاه بنا
)به تعریف  )n ١، داریم ١nT T   وa n aT T  . چون( , ) ١a n  ١، لذا اگر هر رأس از درختT  را در

١در نتیجه . بدست می آید aTضرب کنیم درخت  aعدد  aT T .لذا اثبات کامل است. � 
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 یسیبه انگل یواژه نامه فارس

 Induction استقراء

 Prime اول

 Primitive هیاول

 Euler اویلر

 Remainder باقیمانده

 Chinese remainder باقیمانده چینی

 Expansion بسط

 Binomial expansion بسط دوجمله اي

 Greatest common divisor بزرگترین مقسوم علیه مشترك

 Dimension بعد
 Fundamental نیاديب

 تابع  -Function 

 Factorization هیتجز

 Definition عریفت

 Resolution لیتحل

 Power توان

 Empty یته

 Ring حلقه

 Quotient خارج قسمت

 Complete quotient خارج قسمت کامل

 Linear یخط

 Domain دامنه

 Degree درجه

  Quadratic درجه دو

 Complete residue system دستگاه کامل مانده ها



 54 یسیبه انگل یمه فارسواژه نا

 Sequence دنباله

 Digit رقم

 Root ریشه

 Even زوج

 Integer حیصح
 Multiplication ضرب
 Multiplicative ضربی

 Length طول

 Divides عاد می کند
 Odd فرد
 Fermat فرما

 Divisible قابل قسمت

 Complete کامل

 Completion شده کامل

 Least common multiple وچکترین مضرب مشتركک

 Proposition ارهزگ

 Residue مانده

 Positive مثبت

 Order مرتبه

 Multiple مضرب

 Divisor هیعل مقسوم

 Iterated مکرر
 Residue field میدان باقیمانده

 Incongruent ناهمنهشت

 Corollary جهینت

 Congruent هم نهشت

 Congruence هم نهشتی

 Modulus هنگ
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 Unique یکتا
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 یبه فارس یسیاژه نامه انگلو

  
 Binomial expansion بسط دوجمله اي

 Chinese remainder باقیمانده چینی

 Complete کامل

 Completion شده کامل

 Complete residue system دستگاه کامل مانده ها
 

 Congruence هم نهشتی

 Congruent هم نهشت

 Corollary جهینت

 Definition عریفت

 Degree درجه

 Digit رقم

 Dimension بعد

 Divides عاد می کند

 Divisible قابل قسمت

 Divisor هیعل مقسوم

 Domain دامنه

 Empty یته

 Euler اویلر

 Even زوج

 Expansion بسط

 Factorization هیتجز

 تابع  -Function 

 Fundamental نیاديب

 Greatest common divisor بزرگترین مقسوم علیه مشترك
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 Incongruent ناهمنهشت

 Induction استقراء

 Integer حیصح

 Iterated مکرر

 Least common multiple وچکترین مضرب مشتركک

 Length طول

 Linear یخط

 Modulus هنگ

 Multiple مضرب

 Multiplication ضرب
 Multiplicative ضربی

 Odd فرد

 Order مرتبه

 Positive مثبت

 Power توان
 Prime اول
 Primitive هیاول
 Proposition ارهزگ

 Quotient خارج قسمت
 Remainder باقیمانده

 Residue مانده
 Residue field میدان باقیمانده

 Resolution لیتحل
 Ring حلقه
 Root ریشه
 Unique یکتا
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