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مقدمه
گرفت. قرار استفاده مورد مرزي مقدار مسائل روي تحقیقات در بیستم قرن اوایل در بار اولین براي بازتولید هسته ي
آنها بازتولید خاصیت و معرفی را خاص توابع از برخی با متناظر هسته ي که بود کسی اولین زارمبا1 ،1907 سال در
1909 بین سالهاي در او گرفت. انجام مرسر2 توسط بازتولید هسته ي نظریه ي پیشرفت مرحله ي اولین نمود. بیان را
میکردند. صدق بازتولید خاصیت در که نمود ارائه را مثبتی معین هستههاي انتگرال، معادلات نظریه ي در ،1911 و
برگمن4 ،(1921) زیگو3 نامهاي به آلمانی ریاضیدان سه تحقیقات در بازتولید هسته ي ایده ي طولانی، وقفهاي از پس
او شد. انجام برگمن توسط بازتولید هسته ي نظریه ي پیشرفت مرحله ي دومین شد. احیا (1922) باخنر5 و (1922)
به آنها روي بر کار سال سی از بعد که کرد، معرفی را توابع از برخی براي متغیره چند و متغیره تک بازتولید هستههاي
معرفی را مثبت معین هرمیتی ماتریس هی و هستهها بین ارتباط ،1935 سال در مور6 شدند. معروف برگمن هستههاي
توسط بازتولید هستههاي نظریه ،1950 و 1944 بین سالهاي در نمود. بررسی را انتگرال معادلات در آنها کاربرد و
جزئی دیفرانسیل معادلات روي کاربردشان و بازتولید هستههاي روي که به این ترتیب شد، داده توسعه آرونزان7
اولیه ایده توسعه با شیفر8 و برگمن نمود. ارائه را بازتولید هستههاي کلی نظریه ،[1] در آرونزان داد. انجام مطالعاتی
بیضوي مرزي مقدار مسائل حل در قدرتمند ابزاري عنوان به را بازتولید هسته هاي مرزي، مقدار مسائل حل در زارمبا

کردند. معرفی
معرفی چندجمله اي ساده ي بسیار شکل به بازتولید هسته ي توابع همکاران و کوي9 تلاش هاي واسطه به 1980 سال از
روش هاي محققان اخیر، سال هاي در کنند. کار بازتولید هسته ي فضاي بر مبتنی روش هایی روي توانستند آنها شدند.
،7 ،6 ،5 ،4 ،3 ،2] انتگرالی معادلات و جزئی دیفرانسیل معادلات معمولی، دیفرانسیل معادلات حل براي را مذکور

برده اند. بکار [19 ،18 ،17 ،16 ،15 ،14 ،13 ،12 ،11 ،10 ،9 ،8
1. Zaremba
2. Mercer
3. Szego
4. Bergman
5. Bochner
6. Moore
7. Aronszajn
8. Schiffer
9. Cui



4 مقدمه

می باشد. فوریه بسط از استفاده و هیلبرت فضاي در تقریب بهترین نظریه پایه بر بازتولید هسته ي بر مبتنی روش هاي

می شود. تعریف آن بر حاکم شرایط و مسئله کلی صورت به توجه با بازتولید هسته ي فضاي ابتدا مذکور، روش هاي در
از استفاده با یکه متعامد پایه توابع یا اکنون می آید. به دست ضابطه اي چند تابعی صورت به بازتولید هسته ي سپس
و می گیرد قرار استفاده مورد جواب تقریب در پایه توابع عنوان به و می شود تولید گرام-اشمیت متعامدسازي فرآیند

می شود. جایگزین نرمال معادلات دستگاه حل آن جاي به و شده حذف گرام-اشمیت متعامدسازي فرآیند یا
با همراه دیفرانسیل-انتگرالی معادلات حل براي بازتولید هسته ي تئوري بر مبتنی عددي روش یک پژوهش این در
نامتناهی سري یک به صورت تحلیلی جواب بازتولید هسته ي گرفتن بکار با واقع در می شود. بررسی انتگرالی شرط
یک و می شود آورده بدست مذکور سري نظیر تقریبی جواب تکراري، روش یک از استفاده با می شود. داده نمایش
نتایج که گرفته قرار بررسی مورد بینهایت نرم توسط روش خطاي پایان در می گردد. ارائه همگرایی و خطا آنالیز

می دهد. نشان را روش کارایی آمده بدست



1 فصل

هیلبرت بازتولید هسته ي

،[16 ،15 ،14 ،13 ،12 ،11 ،10 ،7 ،6 ،5 ،2] هیلبرت بازتولید هسته  ي فضاي نظریه مقدمات ارائه ي از بعد فصل، این در
دو تعریف به فصل این در کرد. خواهیم معطوف بازتولید هسته ي فضاهاي از نمونه چندین ساختن روي را خود تمرکز
بازتولید هسته ي فضاي ابتدا می پردازیم. رساله اند، بعدي فصل هاي استفاده مورد که بازتولید هسته ي فضاهاي از نمونه
و H(m,n)

٢ (Ω) بازتولید هسته ي فضاي فصل، این پایان در نمود. خواهیم تعریف آن را بسته زیرفضاهاي و Hm
٢ [a, b]

می دهیم. قرار بحث مورد را فضا این بازتولید هسته ي ساختن نحوه

هیلبرت بازتولید هسته ي فضاي مقدمات 1 . 1
داخلͬ ضرب با همراه ،f : E ⊆ Rn −→ R توابع از متشͺل هیلبرت فضای H کنید فرض .1 . 1 . 1 تعریف

هرگاه است H برای بازتولید هسته ی K : E × E −→ R تابع این صورت در باشد، ⟨·, ·⟩H

باشیم: داشته ،y ∈ E هر ازای به .١

Ky(·) = K(·, y) ∈ H,

باشیم: داشته ،f ∈ H و y ∈ E هر ازای به .٢

f(y) = ⟨f,Ky⟩H.

گوییم. بازتولیدی خاصیت دوم رابطه به مذکور تعریف در



۶ هیلبرت بازتولید هسته ی .١

معروف هیلبرت بازتولید هسته ی فضای به باشد، بازتولید هسته ی دارای که H هیلبرت فضای .2 . 1 . 1 تعریف
است.

داریم: x ∈ E هر ازای به آن گاه باشد، H هیلبرت فضای بازتولید هسته ی K اگر .1 . 1 . 1 قضیه

Kx(x) ≥ ٠.

داریم: بازتولید خاصیت بنابر .1 برهان

Kx(x) = ⟨Kx,Kx⟩H = ∥Kx∥٢
H ≥ ٠,

است. تمام برهان بنابراین و

متقارن H بازتولید هسته ی این صورت در باشد، بازتولید هسته ی فضای ͷی H کنید فرض .2 . 1 . 1 قضیه
است.

این صورت در باشد، H بازتولید هسته ی فضای با متناظر بازتولید هسته ی Ky(x) کنید فرض .2 برهان
داریم:

Ky(x) = ⟨Ky,Kx⟩H = ⟨Kx,Ky⟩H = Kx(y),

است. تمام برهان بنابراین و

دلتای تابع است. هیلبرت فضای ͷی L٢ برداری فضای شد بیان قبل فصل در همان طوری که .1 . 1 . 1 مثال
هسته ی فضای L٢ هیلبرت فضای بنابراین نیست، L٢ فضای به متعلق ولͬ دارد، بازتولید خاصیت دیراک

نیست. بازتولید

n متناهͬ بعد با E غیرتهͬ مجموعه ی روی حقیقͬ توابع از متشͺل هیلبرت فضای هر .2 . 1 . 1 مثال
باشد، فضا این یͺه متعامد پایه {ei(x)}ni=١ چنانچه زیرا است. هیلبرت بازتولید هسته ی فضای ͷی

داریم: f ∈ H هر برای واقع در است. H بازتولید هسته ی Ky(x) =
∑n

i=١ ei(y)ei(x) این صورت در

f(x) =
n∑

i=١
aiei(x).

داریم: نتیجه در و

⟨f,Ky⟩H = ⟨
n∑

i=١
aiei,

n∑
j=١

ej(y)ej⟩H =

n∑
i=١

aiei(y) = f(y).



٧ هیلبرت بازتولید هسته ی فضای مقدمات ١ . ١

آن گاه باشد، بازتولید هسته ی دارای E مجموعه روی بر تعریف شده H هیلبرت فضای اگر .3 . 1 . 1 قضیه
یͺتاست. آن بازتولید هسته ی

داریم: y ∈ E هر برای این صورت در باشد، Ry و Ky بازتولید هسته ی دو دارای H کنید فرض .3 برهان

∥Ky −Ry∥٢
H = ⟨Ky −Ry,Ky −Ry⟩H

= ⟨Ky −Ry,Ky⟩H − ⟨Ky −Ry, Ry⟩H

= Ky(y)−Ry(y)− (Ky(y)−Ry(y)) = ٠.

داریم: لذا و
Ky(x) = Ry(x), ∀x, y ∈ E.

است. تمام برهان بنابراین

اگر دارد بازتولید هسته ی E مجموعه ی روی تعریف شده توابع از متشͺل H هیلبرت فضای .4 . 1 . 1 قضیه
باشد: پیوسته) (یا کراندار زیر خطͬ تابعک y ∈ E هر برای اگر فقط و

I : H −→ R,

I(f) = f(y), ∀f ∈ H.

نامساوی و بازتولید خاصیت به توجه با این صورت در باشد، H بازتولید هسته ی Ky کنید فرض .4 برهان
داریم: شوارتز کوشͬ‐

∥I(f)∥ = |f(y)| = |⟨f,Ky⟩H| ≤ ∥f∥H∥Ky∥H = (Ky(y))
١
٢ ∥f∥H,

است. کراندار y ∈ E هر برای I خطͬ تابعک بنابراین
قضیه از استفاده با این صورت در باشد، کراندار f ∈ H هر برای I خطͬ تابعک کنید فرض حال

داریم: به طوری که است موجود Ky ∈ H یͺتای عضو ریس نمایش

I(f) = f(y) = ⟨f,Ky⟩H, ∀f ∈ H.

است. تمام برهان بنابراین

K : E × E → R متقارن هسته ی این صورت در باشد، دلخواه مجموعهای E کنید فرض .3 . 1 . 1 تعریف
حقیقͬ اعداد و {x١, · · · , xn} ⊆ E نقاط از متناهͬ مجموعه ی هر برای هرگاه گوییم، مثبت معین را



٨ هیلبرت بازتولید هسته ی .١

باشیم: داشته α١, · · · , αn
n∑

i,j=١
αiαjK(xi, xj) ≥ ٠.

است. مثبت معین هیلبرت بازتولید هسته ی فضای هر بازتولید هسته ی .5 . 1 . 1 قضیه

داریم: این صورت در باشد، بازتولید هسته فضای بازتولید هسته ی K کنید فرض .5 برهان
n∑

i,j=١
αiαjK(xi, xj) =

n∑
i=١

n∑
j=١

αiαj⟨Kxi ,Kxj ⟩H

= ⟨
n∑

i=١
αiKxi ,

n∑
j=١

αjKxj ⟩H = ∥
n∑

i=١
αiKxi∥٢

H ≥ ٠.

است. تمام برهان بنابراین

است. 3 . 1 . 1 قضیه عکس زیر قضیه که گرفت نتیجه میتوان بازتولید هسته ي یکتایی به توجه با

K تابع با متناظر این صورت در باشد، مثبت معین E مجموعه ی روی بر K تابع کنید فرض .6 . 1 . 1 قضیه
است. موجود H یͺتای بازتولید هسته ی فضای ͷی

متناهͬ مجموعه آن در که ͬ کنیم م تعریف E روی بر f مانند توابعͬ از متشͺل فضای را H٠ فضای .6 برهان
باشیم: داشته به طوری که هستند موجود αn, · · · , α١ اعداد و E در xn, · · · , x١ نقاط از

f =
n∑

i=١
αiK(·, xi).

ͬ گیریم: م نظر در زیر به صورت H٠را در داخلͬ ضرب

⟨f, g⟩H٠ = ⟨
n∑

i=١
αiK(·, xi),

m∑
j=١

βjK(·, yj)⟩H٠ =

n∑
i=١

m∑
j=١

αiβjK(yj , xi). (١ . ١)

زیرا: است H٠ فضای برای بازتولید هسته ی ͷی K تابع

⟨f,Ky⟩H٠ = ⟨f,K(·, y)⟩H٠

= ⟨
n∑

i=١
αiK(·, xi),K(·, y)⟩H٠

=

n∑
i=١

αiK(y, xi) = f(y), ∀y ∈ E.



٩ هیلبرت بازتولید هسته ی فضای مقدمات ١ . ١

به نسبت (١ . ١) خطͬبودن مͬکند. صدق داخلͬ ضرب ویژگͬهای در (١ . ١) رابطه مͬکنیم ثابت اکنون
داریم: K تابع تقارن به توجه با طرفͬ از است. برقرار وضوح به اول مؤلفه ی

⟨f, g⟩H٠ =
n∑

i=١

m∑
j=١

αiβjK(yj , xi) =
m∑
j=١

n∑
i=١

βjαiK(xi, yj) = ⟨g, f⟩H٠ .

داریم: K تابع بودن مثبت معین به توجه با همچنین

⟨f, f⟩H٠ =

n∑
i=١

n∑
j=١

αiαjK(xi, xj) ≥ ٠.

ͬ گیریم: م نتیجه ∥f∥H٠ = ٠ آن دنبال به و ⟨f, f⟩H٠ = ٠ رابطه ی به توجه با

∀y ∈ E, |f(y)| ≤ ∥f∥H٠∥K(., y)∥H٠ = ∥f∥H٠(K(y, y))
١
٢ =⇒ f = ٠.

است. داخلͬ ضرب فضای ͷی ⟨·, ·⟩H٠ داخلͬ ضرب با H٠ بنابراین
هسته ی K ͬ کنیم م ثابت اکنون ͬ گیریم. م نظر در هیلبرت فضای به H٠ فضای کامل شده ی را ،H فضای

است. H فضای بازتولید
باشیم: داشته f ∈ H هر برای که کنید فرض حال

٠ = ⟨f,Ky⟩H = f(y), ∀y ∈ E,

f = ٠ تابع است عمود {Ky : y ∈ E} مجموعه ی اعضای همه بر که H به متعلق تابع تنها این صورت در
f ∈ H هر برای دلیل همین به است. H در کامل مجموعهای ،{Ky : y ∈ E} مجموعه ی لذا است.
H٠ همان که {Ky : y ∈ E} مجموعه اعضای توسط تولید شده زیرفضای در {fn}∞n=١ کوشͬ دنباله ی

داریم: به طوری که دارد وجود است،

lim
n→∞

∥fn − f∥H٠ = ٠.

داریم: y ∈ E هر برای بازتولید خاصیت از استفاده با

|fm(y)− fn(y)| = |⟨fm − fn,Ky⟩H٠ |

≤ ∥fm − fn∥H٠∥Ky∥H٠

= ∥fm − fn∥H٠(Ky(y))
١
٢ ,



١٠ هیلبرت بازتولید هسته ی .١

داریم: y ∈ E هر برای بنابراین و
lim
n→∞

fn(y) = f(y).

است. H برای بازتولید هسته ی K زیر رابطه ی به توجه با لذا

⟨f,Ky⟩H = ⟨ lim
n→∞

fn,Ky⟩H٠

= lim
n→∞

⟨fn,Ky⟩H٠

= lim
n→∞

fn(y) = f(y).

ͬ کنیم. م اثبات را K بازتولید هسته ی با متناظر هیلبرت فضای یͺتایی̞ اکنون
که ͬ کنیم م اثبات دراین صورت باشد. K بازتولید هسته ی با متناظر دیͽری هیلبرت فضای H١ کنید فرض

.H = H١

باشیم: داشته f ∈ H١ هر برای اگر

٠ = ⟨f,Ky⟩H١ = f(y),∀y ∈ E,

لذا است. f = ٠ تابع است عمود {Ky : y ∈ E} مجموعه اعضای همه بر که H١ به متعلق تابع تنها آن گاه
کوشͬ دنباله ی f ∈ H١ هر برای دلیل همین به است. H١ در کامل مجموعهای ،{Ky : y ∈ E} مجموعه
دارد وجود است، H٠ همان که {Ky : y ∈ E} مجموعه اعضای توسط تولیدشده زیرفضای در {fn}∞n=١

داریم: به طوری که
lim
n→∞

∥fn − f∥H٠ = ٠.

داریم: H٠ ⊆ H اینکه به توجه با حال

f ∈ H,

ͬ شود: م نتیجه و

H١ ⊆ H.

داریم: y ∈ E هر برای بازتولید، هسته ی تعریف به توجه با

Ky ∈ H١,



١١ هیلبرت بازتولید هسته ی فضای مقدمات ١ . ١

داریم: نتیجه در و

H٠ ⊆ H١, (١ . ٢)

کوشͬ دنباله ی f ∈ H هر برای دلیل همین به است. H در کامل مجموعهای ،{Ky : y ∈ E} مجموعه
دارد وجود است، H٠ همان که {Ky : y ∈ E} مجموعه اعضای توسط تولیدشده زیرفضای در {fn}∞n=١

داریم: به طوری که
lim
n→∞

∥fn − f∥H٠ = ٠.

داریم: H٠ ⊆ H١ اینکه به توجه با حال

H ⊆ H١.

داریم: شد، بیان آنچه طبق لذا

H = H١.

است. تمام برهان بنابراین

است معروف بومͬ فضای به ۶ . ١ . ١ قضیه ی در ساخته شده H هیلبرت بازتولید هسته ی فضای .1 . 1 . 1 نکته
مͬشود. داده نمایش Nk نماد با که

بازتولید هسته ي ساختن نحوه ي همچنین و هیلبرت بازتولید هسته ي مهم فضاهاي از برخی تعریف به ادامه در
میپردازیم. آن ها با متناظر

Hm
٢ [a, b] هیلبرت بازتولید هسته ي فضاي 1 . 1 . 1

ͬ کنیم: م تعریف زیر به صورت توابعͬ از متشͺل فضای را Hm
٢ [a, b] فضای .4 . 1 . 1 تعریف

Hm
٢ [a, b] = {f : [a, b] → R|f (m−١) ∈ AC[a, b], f (m) ∈ L٢[a, b]}.

ͬ گیریم: م نظر در زیر به صورت را Hm
٢ [a, b] فضای روی نرم و داخلͬ ضرب

⟨f, g⟩Hm
٢
=

m−١∑
i=٠

f (i)(a)g(i)(a) +

∫ b

a
f (m)(x)g(m)(x)dx, ∀f, g ∈ Hm

٢ [a, b], (١ . ٣)

∥f∥Hm
٢
= ⟨f, f⟩

١
٢
Hm

٢
∀f ∈ Hm

٢ [a, b].



١٢ هیلبرت بازتولید هسته ی .١

است. هیلبرت فضای ͷی Hm
٢ [a, b] توابع فضای .7 . 1 . 1 قضیه

بودن کامل است کافͬ بنابراین است. داخلͬ ضرب فضای ͷی Hm
٢ [a, b] فضای که است واضح .7 برهان

کنیم. بررسͬ را آن
یعنͬ: باشد، Hm

٢ [a, b] فضای در کوشͬ دنبالهای {fn}∞n=١ کنید فرض

∥fn+p − fn∥٢
Hm

٢
=

m−١∑
i=٠

(f
(i)
n+p(a)− f (i)

n (a))٢

+

∫ b

a
(f

(m)
n+p(x)− f (m)

n (x))٢dx → ٠, n → ∞.

داریم: این صورت در

f
(i)
n+p(a)− f (i)

n (a) → ٠, i = ٠, ١, · · · ,m− ١, n → ∞,∫ b

a
(f

(m)
n+p(x)− f (m)

n (x))٢dx → ٠, n → ∞.

{f (m)
n }∞n=١ دنباله ی و R در کوشͬ دنباله ای {f (i)

n (a)}∞n=١ دنباله ی i = ٠, ١, · · · ,m − ١ برای بنابراین
اعداد ،L٢[a, b] و R فضاهای بودن کامل به توجه با بنابراین است. L٢[a, b] فضای در کوشͬ دنباله ای

داریم: به طوری که هستند، موجود h ∈ L٢[a, b] یͺتای تابع و i = ٠, ١, · · · ,m− ١ برای λi حقیقͬ

lim
n→∞

f (i)
n (a) = λi, i = ٠, ١, · · · ,m− ١,

lim
n→∞

∫ b

a
(f (m)

n (x)− h(x))٢dx = ٠.

ͬ دهیم: م قرار اکنون

g(x) =

m−١∑
k=٠

λk

k!
(x− a)k +

∫ x

a

∫ t١

a
· · ·
∫ tm−١

a
h(τ)dτdtm−١ · · · dt١,

دارد. تعلق Hm
٢ [a, b] فضای به g مͬدهیم نشان و

داریم: لذا ،h ∈ L٢[a, b] اینکه به توجه با

g(m−١)(x) = λm−١ +

∫ x

a
h(τ)dτ ∈ AC[a, b],

داریم: همچنین
g(m)(x) = h(x) ∈ L٢[a, b],



١٣ هیلبرت بازتولید هسته ی فضای مقدمات ١ . ١

.g ∈ Hm
٢ [a, b] بنابراین و
ͬ دانیم: م طرفͬ از

∥fn − g∥٢
Hm

٢
=

m−١∑
i=١

(f (i)
n (a)− g(i)(a))٢ +

∫ b

a
(f (m)

n (x)− g(m)(x))٢dx

=
m−١∑
i=١

(f (i)
n (a)− λi)

٢ +

∫ b

a
(f (m)

n (x)− h(x))٢dx → ٠, n → ∞,

است. تمام برهان بنابراین و است هیلبرت فضای ͷی Hm
٢ [a, b] فضای ͬ دهد م نشان که

است. هیلبرت بازتولید هسته ی فضای ͷی ،Hm
٢ [a, b] توابع فضای .8 . 1 . 1 قضیه

کراندار زیر خطͬ تابعک ،x ∈ E هر برای که کنیم اثبات است کافͬ ۴ . ١ . ١ قضیه از استفاده با .8 برهان
است.

I : Hm
٢ [a, b] → R,

I(f) = f(x), ∀f ∈ Hm
٢ [a, b].

داریم: f (m−١)(x) = f (m−١)(a) +
∫ x
a f (m)(t)dt رابطه ی از استفاده با

|f (m−١)(x)| ≤ |f (m−١)(a)|+
∫ b

a
|f (m)(x)|dx.

داریم: M٠ =
√
b− a قراردادن با و هولدر نامساوی بنابر طرفͬ از

∫ b

a
|f (m)(x)|dx ≤

(
(b− a)

∫ b

a
|f (m)(x)|٢dx

) ١
٢

= M٠

(∫ b

a
|f (m)(x)|٢dx

) ١
٢

≤ M٠

(
m−١∑
i=٠

(f (i)(a))٢ +

∫ b

a
|f (m)(x)|٢dx

) ١
٢

= M٠∥f∥Hm
٢
.

داریم: i = ٠, · · · ,m− ١ برای همچنین

|f (i)(a)| ≤

(
m−١∑
i=٠

(f (i)(a))٢ +

∫ b

a
|f (m)(x)|٢dx

) ١
٢

= ∥f∥Hm
٢
. (۴ . ١)



14 هیلبرت بازتولید هسته ي .1

مͬگیریم: نتیجه (۴ . ١) رابطه ی از از استفاده با لذا

|f (m−١)(x)| ≤ M١∥f∥Hm
٢
, M١ = M٠ + ١. (۵ . ١)

(۵ . ١) و (۴ . ١) روابط و |f (m−٢)(x)| ≤ |f (m−٢)(a)| +
∫ b
a |f (m−١)(x)|dx رابطه ی به توجه با طرفͬ از

داریم:

|f (m−٢)(x)| ≤ ∥f∥Hm
٢
+ (b− a)M١∥f∥Hm

٢
= M٢∥f∥Hm

٢
, M٢ = ١ + (b− a)M١.

داریم: مراحل این تکرار با
|I(f)| = |f(x)| ≤ Mm∥f∥Hm

٢
,

است. تمام برهان بنابراین و

بازتولید هسته ي تابع
y ∈ [a, b] هر براي به طوري که است، Km

y یافتن ما هدف میپردازیم. Hm
٢ [a, b] فضاي بازتولید هسته ي ساختن به حال

باشیم: داشته f ∈ Hm
٢ [a, b] و

⟨f,Km
y ⟩Hm

٢
= f(y).

داریم: (3 . 1) رابطه ي به توجه با

⟨f,Km
y ⟩Hm

٢
=

m−١∑
i=٠

f (i)(a)
∂iKm

y (a)

∂xi
+

∫ b

a
f (m)(x)

∂mKm
y (x)

∂xm
dx.

داریم: جزءبهجزء انتگرالگیري از مکرر استفاده ي با

∫ b

a
f (m)(x)

∂mKm
y (x)

∂xm
dx =

m−١∑
i=٠

(−١)i f (m−i−١)(x)
∂m+iKm

y (x)

∂xm+i

∣∣∣∣∣
b

a

+ (−١)m
∫ b

a
f(x)

∂٢mKm
y (x)

∂x٢m dx

=

m−١∑
i=٠

(−١)m−i−١ f (i)(x)
∂٢m−i−١Km

y (x)

∂x٢m−i−١

∣∣∣∣∣
b

a

+ (−١)m
∫ b

a
f(x)

∂٢mKm
y (x)

∂x٢m dx.



١۵ هیلبرت بازتولید هسته ی فضای مقدمات ١ . ١

داریم: بنابراین

f(y) = ⟨f,Km
y ⟩Hm

٢
=
∑m−١

i=٠ (−١)if (i)(a)

(
∂iKm

y (a)

∂xi − (−١)m−i−١ ∂٢m−i−١Km
y (a)

∂x٢m−i−١

)
+
∑m−١

i=٠ (−١)m−i−١f (i)(b)
∂٢m−i−١Km

y (b)

∂x٢m−i−١

+(−١)m
∫ b
a f(x)

∂٢mKm
y (x)

∂x٢m dx. (6 . 1)

است: برقرار (6 . 1) تساوي آن گاه باشیم، داشته را زیر روابط صورتی که در


(−١)m∂٢mKm
y (x)

∂x٢m = δ(x− y),
∂iKm

y (a)

∂xi − (−١)m−i−١ ∂٢m−i−١Km
y (a)

∂x٢m−i−١ = ٠, i = ٠, · · · ,m− ١,
∂٢m−i−١Km

y (b)

∂x٢m−i−١ = ٠, i = ٠, · · · ,m− ١.

(7 . 1)

میآید: به دست زیر مرزي مقدار مسئله دیراك، دلتاي تابع ویژگیهاي و (7 . 1) رابطه به توجه با حال

(−١)m
∂٢mKm

y (x)

∂x٢m = ٠, y ̸= x, (8 . 1)
∂iKm

y (a)

∂xi
− (−١)m−i−١ ∂

٢m−i−١Km
y (a)

∂x٢m−i−١ = ٠, i = ٠, · · · ,m− ١, (9 . 1)
∂٢m−i−١Km

y (b)

∂x٢m−i−١ = ٠, i = ٠, · · · ,m− ١, (10 . 1)
∂iKm

y (x)

∂xi

∣∣∣∣∣
x=y+

=
∂iKm

y (x)

∂xi

∣∣∣∣∣
x=y−

, i = ٠, · · · , ٢m− ٢, (11 . 1)

(−١)m
 ∂٢m−١Km

y (x)

∂x٢m−١

∣∣∣∣∣
x=y+

−
∂٢m−١Km

y (x)

∂x٢m−١

∣∣∣∣∣
x=y−

 = ١, (12 . 1)

معادله داراي (8 . 1) رابطه ي آنجایی که از میشود. نتیجه Km
y (x) بازتولید هسته ي براي صریح تابعی آن حل با که

است: زیر به صورت Km
y (x) کلی شکل است، ٢m تکرار با λ = ٠ مشخصه ي مقدار با λ٢m = ٠ مشخصه ي

Km
y (x) =

{ ∑٢m
i=١ ci(y)x

i−١, x ≤ y,∑٢m
i=١ di(y)x

i−١, x > y,

میآیند. به دست (12 . 1) و (11 . 1) ،(10 . 1) ،(9 . 1) معادلات حل از پس که است مجهول ۴m داراي که



١۶ هیلبرت بازتولید هسته ی .١

بازتولید هسته ي خواص برخی
عبارت این صورت در باشد، Hm

٢ [a, b] بازتولید هسته ی فضای بازتولید هسته ی Km
y کنید فرض .9 . 1 . 1 قضیه

است. L٢[a, b] فضای به متعلق x یا y از تابعͬ عنوان به ∂i+jKm
y (x)

∂xi∂yj
, i+ j = ٢m− ١

داریم: x, y ∈ [a, b] هر برای ،(١ . ٧) رابطه ی به توجه با .9 برهان

∂٢mKm
y (x)

∂x٢m = (−١)mδ(x− y).

داریم: لذا

∂٢m−١Km
y (x)

∂x٢m−١ −
∂٢m−١Km

y (x)

∂x٢m−١ |x=a = (−١)mH(x− y), (١ . ١٣)

آن در که

H(x− y) =

{
٠, x ≤ y,

١, x > y,

داریم: (١ . ١٣) تساوی به توجه با اکنون

∂٢mKm
y (x)

∂x٢m−١∂y
−

∂٢mKm
y (x)

∂x٢m−١∂y
|x=a = (−١)m−١δ(x− y).

است: برقرار زیر رابطه ی لذا

∂٢m−١Km
y (x)

∂x٢m−٢∂y
−

∂٢m−١Km
y (x)

∂x٢m−٢∂y
|x=a − (x− a)

∂٢mKm
y (x)

∂x٢m−١∂y
|x=a = (−١)m−١H(x− y).

داریم: لذا
∂٢m−١Km

y (x)

∂x٢m−٢∂y
∈ L٢[a, b].

داریم: مشتق مراتب سایر برای شد، بیان آنچه به توجه با

∂i+jKm
y (x)

∂xi∂yj
∈ L٢[a, b], i+ j = ٢m− ١.

است. تمام برهان بنابراین

AC[a, b] فضای به متعلق x یا y از تابعͬ عنوان به ∂i+jKm
y (x)

∂xi∂yj
, ٠ ≤ i+ j ≤ ٢m− ٢ عبارت .1 . 1 . 1 نتیجه

است.
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است. واضح برهان ،١ . ١ . ٩ قضیه ی برهان به استناد با .10 برهان

عبارت این صورت در باشد، Hm
٢ [a, b] فضای بازتولید هسته ی Km

y کنید فرض .10 . 1 . 1 قضیه

∂i+jKm
y (x)

∂xi∂yj
, i+ j = m− ١,

است. Hm
٢ [a, b] فضای به متعلق ،x یا y از تابعͬ عنوان به

واضح برهان ،١ . ١ . ١ نتیجه ی و ١ . ١ . ٩ قضیه ی به استناد با و Hm
٢ [a, b] فضای تعریف به توجه با .11 برهان

است.

∥ · ∥Hm
٢

نرم به نسبت f تابع به همͽرا و Hm
٢ [a, b] فضای در دنبالهای {fn}∞n=١ کنید فرض .11 . 1 . 1 قضیه

همͽراست. f (k) به یͺنواخت طور به ،٠ ≤ k ≤ m− ١ برای {f (k)
n }∞n=١ دنباله ی این صورت در باشد،

داریم: این صورت در باشد، Hm
٢ [a, b] فضای بازتولید هسته ی Km

y کنید فرض .12 برهان

fn(y)− f(y) = ⟨fn − f,Km
y ⟩Hm

٢

f (j)
n (y)− f (j)(y) = (fn(y)− f(y))(j)

=
dj

dyj
(⟨fn − f,Km

y ⟩Hm
٢
) = ⟨fn − f,

∂jKm
y

∂yj
⟩Hm

٢
.

داریم: ١ . ١ . ١٠ قضیه ی به توجه با و کوشͬ‐شوارتز نامساوی از استفاده با

|f (j)
n (y)− f (j)(y)| ≤ ∥fn − f∥Hm

٢
∥
∂jKm

y

∂yj
∥
Hm

٢

.

داریم: [a, b] بازه در y متغیر به نسبت ∥∂jKm
y

∂yj
∥
Hm

٢
پیوستگͬ به توجه با حال

|f (j)
n (y)− f (j)(y)| ≤ Mj∥fn − f∥Hm

٢
,

است. تمام برهان بنابراین و Mj > ٠ آن در که

Hm
٢ [a, b] هیلبرت بازتولید هسته ي فضاي بسته زیرفضاي 2 . 1 . 1

میآید. به دست آن از بستهاي فضاي زیر ،Hm
٢ [a, b] فضاي اعضاي روي بر همگن مرزي یا اولیه شرایطی اعمال با

نیز زیرفضا این لذا میشوند. تعریف Hm
٢ [a, b] فضاي با مشابه دقیقا زیرفضاها این داخلی ضرب و نرم آنجایی که از

است. هیلبرت بازتولید هسته ي فضاي



١٨ هیلبرت بازتولید هسته ی .١

موضعی شرایط اعمال با بازتولید هسته ي فضاي
فضاي اعضاي روي بر همگن دیریکله مرزي شرایط اعمال با را cHm

٢ [a, b] هیلبرت بازتولید هسته ي فضاي اکنون
قابل مشابه طور به نیز همگن مرزي شرایط سایر میپردازیم. آن بازتولید هسته ي یافتن به و آورده به دست Hm

٢ [a, b]

هستند. اعمال

ͬ کنیم: م تعریف زیر به صورت توابعͬ از متشͺل فضای را cHm
٢ [a, b] فضای .5 . 1 . 1 تعریف

cHm
٢ [a, b] = {f ∈ Hm

٢ [a, b]|f(a) = f(b) = ٠}.

ͬ گیریم: م نظر در زیر به صورت را cHm
٢ [a, b] فضای روی نرم و داخلͬ ضرب

⟨f, g⟩
cHm

٢ [a,b] =

m−١∑
i=٠

f (i)(a)g(i)(a) +

∫ b

a
f (m)(x)g(m)(x)dx, f, g ∈c Hm

٢ [a, b],

∥f∥
cHm

٢ [a,b] = (⟨f, f⟩
cHm

٢ [a,b])
١
٢ f ∈c Hm

٢ [a, b].

است. closed کلمه ابتدایی حرف cHm
٢ [a, b] فضای تعریف در c نماد .2 . 1 . 1 نکته

،(8 . 1) مرزي مقدار مسئله است کافی ،(6 . 1) رابطه ي به باتوجه ،cHm
٢ [a, b] فضاي بازتولید هسته ي یافتن براي

کنیم: بازنویسی زیر به صورت را (12 . 1) و (11 . 1) ،(10 . 1) ،(9 . 1)


(−١)m∂٢mKm
y (x)

∂x٢m = ٠, y ̸= x,
∂iKm

y (a)

∂xi − (−١)m−i−١ ∂٢m−i−١Km
y (a)

∂x٢m−i−١ = ٠, i = ١, · · · ,m− ١,
∂٢m−i−١Km

y (b)

∂x٢m−i−١ = ٠, i = ١, · · · ,m− ١,
Km

y (a) = ٠,
Km

y (b) = ٠,
∂iKm

y (x)

∂xi

∣∣∣
x=y+

=
∂iKm

y (x)

∂xi

∣∣∣
x=y−

, i = ٠, · · · , ٢m− ٢,

(−١)m
(

∂٢m−١Km
y (x)

∂x٢m−١

∣∣∣∣
x=y+

− ∂٢m−١Km
y (x)

∂x٢m−١

∣∣∣∣
x=y−

)
= ١.

است. Hm
٢ [a, b] فضای از بستهای زیرفضای ،cHm

٢ [a, b] فضای .12 . 1 . 1 قضیه

است: برقرار زیر رابطه ی f ∈ Hm
٢ [a, b] تابع و {fn}∞n=١ ⊆ cHm

٢ [a, b] دنباله ی برای کنید فرض .13 برهان

limn→∞ ∥fn − f∥Hm
٢
= ٠,
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داریم: ١ . ١ . ١١ قضیه ی از استفاده با این صورت در

lim
n→∞

fn(a) = f(a),

lim
n→∞

fn(b) = f(b).

نوشت: را زیر رابطه مͬتوان لذا ،fn ∈ cHm
٢ [a, b] اینکه به توجه با اکنون

fn(a) = fn(b) = ٠,

داریم: نتیجه در و
f(a) = f(b) = ٠.

است Hm
٢ [a, b] فضای از بستهای زیرفضای cHm

٢ [a, b] فضای ͬ دهد م نشان این و f ∈ cHm
٢ [a, b] بنابراین

است. تمام برهان بنابراین و

غیرموضعی شرایط با بازتولید هسته ي فضاي
مقدار آن در که کرد، اشاره غیرموضعی مرزي شرایط به میتوان دیفرانسیل معادلات بر حاکم مرزي شرایط جمله از
فضاي مثال عنوان به میشود. مربوط مرز قسمتهاي سایر یا دامنه درون مقادیر به مرز از قسمتی یا مرز روي بر تابع
H٣

٠]٢, ١] فضاي اعضاي روي بر f ′
(٠) =

∫ ١
٠ f(x)dx = ٠ مرزي شرایط اعمال با را cH٣

٠]٢, ١] بازتولید هسته ي
میپردازیم. آن بازتولید هسته ي ساختن به و آورده به دست

ͬ کنیم: م تعریف زیر به صورت توابعͬ از متشͺل فضای را cH٣
٠]٢, ١] فضای .6 . 1 . 1 تعریف

cH٣
٠]٢, ١] = {f : [٠, ١] → R|f, f ′

, f
′′ ∈ AC[٠, ١],

f
′
(٠) =

∫ ١

٠
f(x)dx = ٠, f

′′′ ∈ L٠]٢, ١]}.

ͬ گیریم: م نظر در زیر به صورت را cH٣
٠]٢, ١] فضای روی نرم و داخلͬ ضرب

⟨f, g⟩
cH٣

٢
= f(٠)g(٠) + f

′
(٠)g′

(٠)

+ f
′′
(٠)g′′

(٠) +
∫ ١

٠
f

′′′
(x)g

′′′
(x)dx, f, g ∈ cH٣

٢,

∥f∥
cH٣

٢
=
√

⟨f, f⟩
cH٣

٢
, f ∈ cH٣

٢.
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می کنیم. بیان cH٣
٠]٢, ١] فضاي در K٣

y (x) بازتولید هسته ي تابع به دست آوردن براي را روشی اکنون
هسته ي تابع f ∈ cH٣

٠]٢, ١] هر براي این صورت در باشد، cH٣
٠]٢, ١] فضاي بازتولید هسته ي K٣

y (x) کنید فرض
می کند: صدق زیر رابطه در بازتولید

⟨f,K٣
y ⟩cH٣

٢
=

٢∑
j=٠

f (j)(٠) ∂j

∂xj
K٣

y (٠)

+

∫ ١

٠
f

′′′
(x)

∂٣

∂x٣ K
٣
y (x)dx+ r(y)

∫ ١

٠
f(x)dx = f(y).

داریم: جزءبه جزء انتگرال گیري از مکرر استفاده ي با اکنون

⟨f,K٣
y ⟩cH٣

٢
=

٢∑
j=٠

f (j)(٠) ∂j

∂xj
K٣

y (٠) +
٢∑

j=٠
(−١)٢−jf (j)(x)

∂۵−j

∂x۵−j
K٣

y (x)|١
x=٠

−
∫ ١

٠
f(x)

∂۶

∂x۶ K
٣
y (x)dx+ r(y)

∫ ١

٠
f(x)dx = f(y).

باشیم: داشته است کافی ⟨f,K٣
y ⟩cH٣

٢
= f(y) رابطه ي برقراري براي

{
∂j

∂xjK
٣
y (٠) + (−١)٢−j ∂۵−j

∂x۵−jK
٣
y (٠) = ٠, j = ٠, ٢,

∂۵−j

∂x۵−jK
٣
y (١) = ٠, j = ٠, ١, ٢,

(14 . 1)

و

− ∂۶

∂x۶ K
٣
y (x) + r(y) = δ(x− y), (15 . 1)

است. ۶ تکرار با λ = ٠ مشخصه ي مقدار با λ۶ = ٠ مشخصه ي معادله داراي y ̸= x براي (15 . 1) معادله ي که
است: زیر به صورت K٣

y (x) کلی شکل

K٣
y (x) =

{ ∑۶
j=١ cj(y)x

j−١ + r(y)x۶

۶! , x < y,∑۶
j=١ dj(y)x

j−١ + r(y)x۶

۶! , y ≤ x.
(16 . 1)

داریم: دیراك دلتاي تابع ویژگی هاي به توجه با

lim
x→y+

∂jK٣
y (x)

∂xj
= lim

x→y−

∂jK٣
y (x)

∂xj
, j = ٠, ١, ٢, ٣, ۴, (17 . 1)
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و

lim
x→y+

∂۵K٣
y (x)

∂x۵ − lim
x→y−

∂۵K٣
y (x)

∂x۵ = −١. (18 . 1)

داریم: نیز را زیر معادله ي دو ،K٣
y (x) ∈ cH٣

٢ اینکه به توجه با همچنین

∂

∂x
K٣

y (٠) = ٠, (19 . 1)

∫ ١

٠
K٣

y (x)dx = ٠. (20 . 1)

،(17 . 1) ،(14 . 1) معادلات حل با که است r(y) و cj(t), dj(t), (j = ١, ٢, ..., ۶) مجهول ١٣ داراي (16 . 1) رابطه ي
می آیند. به دست (20 . 1) و (19 . 1) ،(18 . 1)

است. H٣
٠]٢, ١] فضای از بستهای زیرفضای ،cH٣

٠]٢, ١] فضای .13 . 1 . 1 قضیه

نمود. اثبات را قضیه این ͬ توان م ١ . ١ . ١٢ قضیه ی برهان مشابه .14 برهان



2 فصل

معادلات حل براي بازتولید هسته ي روش
غیر خطی دیفرانسیل-انتگرالی

شکل به انتگرالی شرط یک با غیر خطی دیفرانسیل-انتگرالی معادلات حل براي بازتولید هسته ي روش پژوهش، این در
می گیرد: قرار بررسی مورد زیر

y′(x) = f(t, y(x), v(y(x)), w(y(x)), ٠ ≤ x ≤ ١, (1 . 2)

y(٠)− y(١)−
∫ ١

٠
D(s)y(s)ds = ٠, (2 . 2)

آن در که
.v(y(x)) = ∫ ١

٠ k١(s, x)G(y(s))ds الف)
.w(y(x)) = ∫ x

٠ k٢(s, x)H(y(s))ds ب)
است. مجهول تابع y(x) : [٠, ١] → R ج)

هستند. انتگرال معادله هسته هاي k٢ : [٠, ١]× [٠, ١] → R و k١ : [٠, ١]× [٠, ١] → R د)
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بازتولید هسته ي فضاي 1 . 2
W ١

٢ [٠, T ] فضاي 1 . 1 . 2
صورت: به را W ١

٢ [٠, T ] توابع فضاي

W ١
٢ [٠, T ] = {y : [٠, T ] → R|y ∈ AC[٠, T ], y′ ∈ L٠]٢, T ]},

داخلی: ضرب با همراه

⟨y, z⟩ W ١
٢
= u(٠)v(٠) +

∫ T

٠
y
′
(x)z

′
(x)dx,

نرم: و

∥y∥ W ١
٢
=
√

⟨y, y⟩ W ١
٢
,

.y, z ∈ W ١
٢ , آن در که می کنیم، تعریف

است: زیر صورت به آن بازتولید هسته ي و هیلبرت بازتولید هسته ي فضاي ،W ١
٢ [٠, T ] فضاي که است واضح

Rs(x) =

{
١ + s, s ≤ x,

١ + x, s > x.
(3 . 2)

cW
m

٢ [٠, ١] فضاي 2 . 1 . 2
صورت: به را cW

m
٢ [٠, ١](m ≥ ٢) توابع فضاي .1 . 1 . 2 تعریف

cW
m

٢ [٠, ١] = {y : [٠, ١] → R|y, y′
, ..., y(m−١) ∈ AC[٠, ١],

y(٠)− y(١)−
∫ ١

٠
D(s)y(s)ds = ٠, y(m) ∈ L٠]٢, ١]},

داخلی: ضرب با همراه

⟨y, z⟩ cWm
٢

= y(٠)z(٠) + y
′
(٠)z′

(٠)

+...+ y(m−١)(٠)z(m−١)(٠) +
∫ ١

٠
y(m)(x)z(m)(x)dx,
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نرم: و

∥y∥ cWm
٢

=
√

⟨y, y⟩ cWm
٢
,

.y, z ∈ cW
m

٢ , آن در که می کنیم، تعریف

می کنیم. بیان cWm
٢ [٠, ١] فضاي در Ks(x) بازتولید هسته ي تابع آوردن به دست براي روشی اکنون

زیر رابطه ي در Ks(x) بازتولید هسته ي تابع باشد، cW
m

٢ [٠, ١] فضاي بازتولید هسته ي تابع Ks(x) می کنیم فرض
می کند: صدق

⟨y(x),Ks(x)⟩cWm
٢

=

m−١∑
j=٠

y(j)(٠) ∂j

∂xj
Ks(٠) +

∫ ١

٠
y(m)(x)

∂m

∂xm
Ks(x)dx

+r(s)(y(٠)− y(١)−
∫ ١

٠
D(s)y(s)ds) = y(s).

داریم: جزءبه جزء انتگرال گیري از مکرر استفاده با اکنون می باشند. y(x) ∈c W
m

٢ و y ∈ [٠, ١] آن در که

⟨y(x),Ks(x)⟩cWm
٢

=
m−١∑
j=٠

y(j)(٠) ∂j

∂xj
Ks(٠)

+

m−١∑
j=٠

(−١)m−١−jy(j)(x)
∂٢m−١−j

∂x٢m−١−j
Ks(x)|١

x=٠

−
∫ ١

٠
y(x)

∂٢m

∂x٢mKs(x)dx

+r(s)(y(٠)− y(١)−
∫ ١

٠
D(s)y(s)ds) = y(s).

باشیم: داشته است کافی ⟨y(x),Ks(x)⟩cWm
٢

= y(s) رابطه ي برقراري براي


∂j

∂xjKs(٠) + (−١)m−١−j ∂٢m−١−j

∂x٢m−١−jKs(٠) + r(s) = ٠, j = ٠
∂j

∂xjKs(٠) + (−١)m−١−j ∂٢m−١−j

∂x٢m−١−jKs(٠) = ٠, j = ١, ...,m− ١
∂٢m−١−j

∂x٢m−١−jKs(١) = ٠, j = ٠,
∂٢m−١−j

∂x٢m−١−jKs(١)− r(s) = ٠, j = ١, ...,m− ١

(4 . 2)

و

− ∂٢m

∂x٢mKs(x) + r(s)D(x) = δ(x− s), (5 . 2)
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است. ٢m تکرار با λ = ٠ مشخصه ي مقدار با λ٢m = ٠ مشخصه ي معادله ي داراي (5 . 2) معادله ي
است: زیر صورت به Ks(x) کلی شکل

Ks(x) =

{ ∑٢m
j=١ cj(s)x

j−١ + r(s)W (x), x < s,∑٢m
j=١ dj(s)x

j−١ + r(s)W (x), s ≤ x,
(6 . 2)

.W (x) =
∫ x

٠
∫ x١

٠
∫ x٢

٠ ...
∫ x٢m−٢

٠
∫ x٢m−١

٠ D(x٢m)dx٢m...dx٢dx١ آن در که
داریم: دیراك دلتاي تابع ویژگی هاي به توجه با

∂jKs(x)

∂xj
|x=s+ =

∂jKs(x)

∂xj
|x=s− , j = ٠, ١, ٢, ..., ٢m− ٢, (7 . 2)

و

∂٢m−١Ks(x)

∂x٢m−١ |x=s+ − ∂٢m−١Ks(x)

∂x٢m−١ |x=s− = −١. (8 . 2)

داریم: نیز را زیر معادله ي Ks(x) ∈ cW
m

٢ اینکه به توجه با همچنین

Ks(٠)−Ks(١)−
∫ ١

٠
Ks(x)y(x)dx = ٠, (9 . 2)

و (4 . 2) معادله حل با که است r(s) و cj(x), dj(x), (j = ١, ٢, ..., ٢m) مجهول ۴m + ١ داراي (6 . 2) رابطه ي
می آیند. دست به (7 . 2)-(9 . 2) معادلات

بازتولید هسته فضاي در جواب 2 . 2
cW

m
٢ [٠, ١] (m ≥ بازتولید هسته ي فضاي به متعلق جواب و بوده یکتا جواب داراي (2 . 2) و (1 . 2) مساله ي می کنیم فرض

می کنیم: تعریف زیر بصورت را L :c W
m

٢ [٠, ١] −→ W ١
٢ [٠, ١] خطی عملگر اکنون باشد. ٢)

Ly(x) = y
′
(x).

می شود: تبدیل زیر فرم به (1 . 2) مسئله پس

Ly(x) = f(x, y(x), v(y(x)), w(y(x)) (10 . 2)

است. دار کران L خطی عملگر که است واضح
آن در که ρi(x) = Rx(xi) می دهیم قرار و بوده [٠, ١] بازه در چگال مجموعه یک {xi}∞i=١ می کنیم فرض
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است. W ١
٢ [٠, ١] بازتولید فضاي هسته ي Rs(x)

L∗ : W ١
٢ [٠, ١] −→c Wm

٢ [٠, ١] الحاقی عملگر پس است، کران دار شده تعریف خطی عملگر که آنجایی از
دنباله که می دهیم نشان زیر قضیه ي در .θi(x) = L∗ρi(x) می دهیم قرار اکنون می شود. تعیین یکتا صورت به

می دهد. تشکیل کامل متعامد دستگاه یک {θi(τ)}∞i=١

متعامد دستگاه یک {θi(x)}∞i=١ آنگاه باشد، [٠, ١] بازه در چگال زیرمجموعه {xi}∞i=١ کنید فرض .1 . 2 . 2 قضیه
داریم: و بوده cWm

٢ [٠, ١] فضاي از کامل

θi(x) = LsKs(x)|s=xi ,

می شود. کار برده به s از تابعی عنوان به L عملگر که است این بیانگر L خطی عملگر در s زیر نویس آن در که

متعامد سازي فرآیند ،cWm
٢ [٠, ١] بازتولید هسته ي فضاي از {θi(x)}∞i=١ یکه متعامد دنباله آوردن به دست منظور به

داریم: بنابراین می بریم، بکار را اشمیت گرام

θi(x) =

i∑
k=١

βikθk(x), i = ١, ٢, ٣, ... .

باشد، یکتا (10 . 2) مسئله جواب همچنین باشد، [٠, ١] بازه در چگال زیرمجموعه {xi}∞i=١ کنید فرض .2 . 2 . 2 قضیه
است: زیر شکل به (10 . 2) مسئله ي جواب آن گاه

y(x) =

∞∑
i=١

i∑
k=١

βikf(xk, y(xk), v(y(xk)), w(y(xk)))ρi(x) ∈ cW
m

٢ [٠, ١], (11 . 2)

تقریب محاسبه 1 . 2 . 2
براي تکراري روش یک است، مجهول f(xk, y(xk), v(y(xk)), w(y(xk))) مقدار (11 . 2) رابطه ي در که آنجایی از

می دهیم. ارائه جواب تقریب
دنباله  ي (10 . 2) رابطه ي از استفاده با و می کنیم انتخاب را y٠ ∈ cW

m
٢ [٠, ١] تقریبی، جواب محاسبه ي به منظور

می سازیم: را زیر تکراري
{

Lzn(x) = f(x, yn−١(x), v(yn−١(x)), w(yn−١(x))),

yn(x) = Pnzn(x),
(12 . 2)

تصویر گر یک Pn : cW
m

٢ [٠, ١] → {ρ١(x), ρ٢(x), ..., ρn(x)} و است (12 . 2) جواب zn ∈ cW
m

٢ [٠, ١] آن در که
است. متعامد



27 خطا و همگرایی آنالیز 3 . 2

مسئله ي جواب اینکه بیشتر و باشد [٠, ١] بازه در شمارش پذیر چگال زیرمجموعه {xi}∞i=١ کنید فرض .3 . 2 . 2 قضیه
است: زیر شکل به (12 . 2) مسئله ي جواب آن گاه باشد، یکتا (12 . 2)

zn(x) =
∞∑
i=١

Hiρi(x), n = ١, ٢, ...,

.Hi =
∑i

k=١ βikf(xk, yn−١(xk), v(yn−١(xk)), w(yn−١(xk)))] آن در که
است: زیر صورت به جواب ام  n-مرتبه تقریب بنابراین

yn(x) = Pnzn(x) =

n∑
i=١

Hiρi(x), n = ١, ٢, ..., (13 . 2)

است: زیر صورت به Hi آن در که
H١ = β١١f(s, y٠(x١), v(y٠(x١)), w(y٠(x١))),

H٢ =
∑٢

k=١ β٢kf(xk, yk−١(xk), v(yk−١(xk)), w(yk−١(xk))),

H٣ =
∑٣

k=١ β٣kf(xk, yk−١(xk), v(yk−١(xk)), w(yk−١(xk))),...

خطا و همگرایی آنالیز 3 . 2
جواب که می کنیم اثبات همچنین و داده قرار بحث مورد را (1 . 2) مسئله ي براي جواب وجود مقاله از قسمت این در

است. دقیق جواب به همگرا (13 . 2) تقریبی
مجموعه یک است، حقیقی ثابت یک γ آن در که B =

{
yn(x)| ∥yn∥cWm

٢ [٠,١] ≤ γ
}

⊂ C[٠, ١] .1 . 3 . 2 قضیه
است. کران دار

که: می دانیم برهان.

∥yn∥∞ ≤ α ∥yn∥cWm
٢ [٠,١], (14 . 2)

است. مثبت حقیقی ثابت α آن در که
.∥yn∥∞ ≤ γ به طوریکه است موجود γ < ∞ مثبت حقیقی ثابت yn(x) ∈ B و x ∈ [٠, ١] هر براي بنابراین

می کند. کامل را اثبات این که

مجموعه ي یک است، حقیقی ثابت یک γ آن در که B =
{
yn(x)| ∥yn∥cWm

٢ [٠,١] ≤ γ
}
⊂ C[٠, ١] .2 . 3 . 2 قضیه

است. همپیوسته
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که: می شود نتیجه (1 . 3 . 2) قضیه ي از برهان.

|yn(s
′
)− yn(s

′′
)| = |⟨yn(x),Ks′ (x)−Ks′′ (x)⟩cWm

٢ [٠,١]|

≤ ∥yn∥cWm
٢ [٠,١] ∥Ks′ −Ks′′∥cWm

٢ [٠,١]

≤ ∥yn∥cWm
٢ [٠,١] ∥

d

ds
Ks|s∈[s′ ,s′′ ]∥cWm

٢ [٠,١] |s
′ − s

′′ |

≤ ω|s′ − s
′′ |,

است. حقیقی ثابت ω آن در که
داریم: s

′
, s

′′ ∈ [٠, ١] هر براي δ = ϵ
ω انتخاب با

|s′ − s
′′ | < δ ⇒ |yn(s

′
)− yn(s

′′
)| < ϵ.

می کند. کامل را اثبات این که

باشد: برقرار زیر شرایط اگر .3 . 3 . 2 قضیه
است. [٠, ١] بازه از چگال مجموعه زیر یک {xi}∞i=١ الف)

.B =
{
yn(x)| ∥yn∥cWm

٢ [٠,١] ≤ γ
}
⊂ C[٠, ١] ب)

،y = y(x), v = v(y(x)), w = w(y(x)) ∈ R و x ∈ [٠, ١] آن در که است پیوسته f(x, y, v, w) تابع ج)
به طوریکه: است موجود y(x) ∈ C[٠, ١] و {ynκ}

∞
κ=١ ⊆ B, زیر دنباله ي آنگاه

y(x) = lim
κ→∞

ynκ(x)

= lim
κ→∞

nκ∑
i=١

i∑
k=١

βikf(xk, ynκ−١(xk), v(ynκ−١(xk)), w(ynκ−١(xk)))ρi(x). (15 . 2)

B به متعلق آن حد که دارد همگرا زیردنباله یک B در دنباله هر پس است همپیوسته و کران دار B مجموعه برهان.
.limκ→∞ ∥ynκ − y∥∞ = ٠ بطوریکه است، موجود B از {ynκ}

∞
κ=١ زیردنباله ي بنابراین است.

باشیم: داشته و باشد برقرار (3 . 3 . 2) قضیه ي شرایط کنیم فرض .1 . 3 . 2 نکته

y(x) = limκ→∞
∑nκ

i=١
∑i

k=١ βikf(xk, ynκ−١(xk), v(ynκ−١(xk)), w(ynκ−١(xk)))ρi(x).

داریم: (12 . 2) معادله ي از استفاده با و f(x, y, v, w) پیوستگی به توجه با

Ly(x) = f(x, y(x), v(y(x)), w(y(x)).
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است. (12 . 2) معادله ي جواب حدش و همگراست B از {ynκ}
∞
κ=١ زیردنباله ،(3 . 3 . 2) قضیه ي شرایط با بنابراین

جواب به {yn}∞n=١ دنباله که می کنیم اثبات را جواب یکتایی و وجود شرط کردن لحاظ با زیر قضیه ي در اکنون
همگراست. یکنواخت طور به (15 . 2)

آنگاه باشد، یکتا و موجود (12 . 2) معادله ي جواب همچنین و برقرار (3 . 3 . 2) قضیه ي شرایط هرگاه .4 . 3 . 2 قضیه
داریم:

lim
n→∞

∥yn − y∥ → ٠.

موجود {ynκ}κ≥١ ⊂ B زیردنباله و ϵ٠ مثبت عدد یک بنابراین نباشد، y به همگرا {yn}n≥١ ⊂ B کنیم فرض برهان.
است به طوریکه:

∥ynκ − y∥∞ ≥ ϵ٠, κ = ١, ٢, ..., . (16 . 2)

یک بنابراین است، پیوسته توابع فضاي از پیوسته و کران دار توابع از مجموعه زیر یک {ynκ}κ≥١ ⊂ B که ازآنجایی
نمود فرض می توان شود، وارد خللی کلیت به اینکه بدون است. همگرا ŷ به بطوریکه است، موجود آن از دنباله زیر

داریم: بنابراین است، همگرا یکنواخت به طور ŷ به {ynκ}κ≥١ که

lim
κ→∞

∥ynκ − ŷ∥∞ → ٠. (17 . 2)

این که است. متناقض (16 . 2) رابطه ي با (17 . 2) رابطه ي است، یکتا و موجود (12 . 2) معادله ي جواب که ازآنجایی
می کند. کامل را اثبات

آنگاه باشد، یکتا و موجود (12 . 2) معادله ي جواب همچنین و برقرار (3 . 3 . 2) قضیه ي شرایط هرگاه .5 . 3 . 2 قضیه
داریم:

lim
n→∞

∥y(k)n − y(k)∥∞ → ٠, k = ١, ٢, ...,m− ١.

نمود. اثبات نیز را قضیه این می توان ،4 . 3 . 2 قضیه ي برهان مشابه برهان.

خطا آنالیز 1 . 3 . 2
می دهیم. ارائه را دیفرانسیل-انتگرال معادلات حل براي پیشنهادي روش خطاي آنالیز مقاله از قسمت این در

معادله ي براي آمده بدست تقریبی جواب ،yn اگر باشد. برقرار (4 . 3 . 2) قضیه ي شرایط کنیم فرض .6 . 3 . 2 قضیه



30 غیر خطی دیفرانسیل-انتگرالی معادلات حل براي بازتولید هسته ي روش .2

داریم: آنگاه باشد cWm
٢ [٠, ١] فضاي در (12 . 2)

∥y(k)n − y(k)∥∞ ≤ αm−k−١ h
m−k−١, k = ٠, ١, . . . ,m− ٢,

.h = max١≤i≤n−١(xi+١ − xi) و حقیقی اند ثابت هاي αm−k−١, k = ٠, ١, . . . ,m− ٢ آن در که

،(5 . 3 . 2) قضیه ي از استفاده با [xj , xj+١] ⊂ [٠, ١] زیربازه در اکنون می کنیم. انتخاب دلخواه به را ϵ > ٠ برهان.
داریم: بزرگ کافی اندازه به n مقادیر براي

|y(m−٢)(x)− y(m−٢)
n (x)| ≤ |y(m−٢)(x)− y(m−٢)(xj)|

+|y(m−٢)
n (xj)− y(m−٢)

n (x)|+ ϵ. (18 . 2)

بطوریکه: است موجود κ ≥ ٠ بنابراین ،, y(m−٢)(x) ∈c W
m

٢ [٠, ١] که آنجایی از

|y(m−٢)(x)− y(m−٢)(xj)| ≤ κh. (19 . 2)

زیر: رابطه به توجه با
y(m−٢)
n (xj)− y(m−٢)

n (x) =

∫ xj

x
y(m−١)
n (t)dt,

بطوریکه: است، موجود λ مثبت حقیقی ثابت

|y(m−٢)
n (xj)− y(m−٢)

n (x)| ≤ λh. (20 . 2)

داریم: (20 . 2) و (19 . 2) ،(18 . 2) رابطه هاي از استفاده با بنابراین

|y(m−٢)(x)− y(m−٢)
n (x)| ≤ ϵ+ γh. (21 . 2)

که: می دانیم

y(k)(x)− y(k)n (t) = y(k)(xj)− y(k)n (xj)

+

∫ x

xj

(y(k+١)(t)− y(k+١)
n (t))dt, k = ٠, ١, . . . ,m− ٣. (22 . 2)

است. کامل اثبات 5 . 3 . 2 و 4 . 3 . 2 قضیه ها ي بکارگیري و (22 . 2) و (21 . 2) رابطه هاي استفاده با اکنون
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عددي مثال هاي 4 . 2
یک با غیرخطی انتگرال-دیفرانسیل معادلات حل در روش این کارایی تا است شده آورده مثال دو قسمت این در

می کنیم: گزارش را زیر خطاي تقریبی جواب دقت دادن نشان براي دهیم. نشان را انتگرالی شرط

e(i)n ≈ max
١≤i≤n

|y(i)(xi)− y(i)n (xi)|, i = ٠, ١, ٢, ...,m− ١.

بگیرید. نظر در را زیر انتگرال-دیفرانسیل معادله .1 . 4 . 2 مثال

y
′
(x) = g(x) + ٢exy(x)

∫ ١

٠
es−xy(s)ds

+

∫ x

٠
(s− x)y٢(s)ds, ٠ ≤ x ≤ ١,

g(x) = −١
۶x۶ +

١
۵(x+ ٢)x۵ − ١

۴(٢x+ ١)x۴

+
١
٣x۴ + (۶ − ٢e)x٢ + (٢e− ٨)x+ ١,

انتگرالی: شرط با

y(٠)−
∫ ١

٠
s٢)٢ − ٣s)y(s)ds = ٠.

است. y(x) = x− x٢ مساله این دقیق جواب
مذکور معادله ي براي را تقریبی جواب می توانیم پیشنهادشده روش بکارگیري و {xi = i

n

}n
i=١ گرهی نقاط انتخاب با

جواب هاي یافتن براي پیشنهادي روش که است مطلب این گویاي بیشینه، خطاي مقادیر ،1 جدول در آوریم. بدست
شده داده نشان cW ٢

٢ [٠, ١] فضاي در y
(i)
۴۵ , i = ٠, ١ تقریب هاي ١ شکل در است. مناسب بالا دقت درجه با تقریبی

است.
n en(yn ∈ cW

٢
٢ ) e

′
n(yn ∈ cW

٢
٢ )

٣٠ ٨٫٧٢١ × ١٠−۵ ۶٫٧٢١ × ١٠−۴

٣۵ ٢٫۴٩١ × ١٠−۵ ۴٫٨٠١ × ١٠−۴

۴٠ ٢٫۴٩١ × ١٠−۵ ۴٫٨٩٣ × ١٠−۴

۴۵ ۴٫١٩٩ × ١٠−۶ ٢٫٩٨٢ × ١٠−۵

.(1 (مثال cW
٢

٢ [٠, ١] فضاي در جواب گسسته ماکزیمم خطاي :1 جدول
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(1 (مثال cW
٢

٢ [٠, ١] فضاي در yi۴۵, i = ٠, ١ تقریب هاي :1 . 2 شکل

می گیریم: نظر در را زیر انتگرال-دیفرانسیل معادله .2 . 4 . 2 مثال

y
′
(x) = g(x) +

∫ ١

٠
sy٢(s)ds+

∫ x

٠
(s− x)y٢(s)ds, ٠ ≤ x ≤ ١,

g(x) = −e−x+١ − ١۵
۴ + ۴e− ١

٢e٢ − ٢ex+
١
٢e٢x+

١
٢x٢ +

١
۴e−٢x+٢,

انتگرالی: شرط با

y(٠)− (١ − e)

(٢ − e)

∫ ١

٠
y(s)ds = ٠.

است. y(x) = ١ − e−x+١ مساله این دقیق جواب
مذکور معادله ي براي را تقریبی جواب می توانیم پیشنهادشده، روش بکارگیري و {xi = i

n

}n
i=١ گرهی نقاط انتخاب با

جواب هاي یافتن براي پیشنهادي روش که است مطلب این گویاي بیشینه، خطاي مقادیر ،2 جدول در آوریم. بدست
داده نشان cW

٣
٢ [٠, ١] فضاي در y

(i)
۵۵ , i = ٠, ١, ٢ تقریب هاي ٢ شکل در است. مناسب بالا دقت درجه با تقریبی

است. شده
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(2 (مثال cW
٣

٢ [٠, ١] فضاي در yi۵۵, i = ٠, ١, ٢ تقریب هاي :2 . 2 شکل

n en(yn ∈ cW
٣

٢ ) e
′
n(yn ∈ cW

٣
٢ ) e

′′
n(yn ∈ cW

٣
٢ )

۴٠ ۵٫۶۵٧ × ١٠−۵ ٧٫۴١٣ × ١٠−۴ ۴٫٨٠٣ × ٣−١٠

۴۵ ٨٫٣٩۴ × ١٠−۶ ٧٫٣۴١ × ١٠−۴ ۴٫۴١۵ × ٣−١٠

۵٠ ٣٫٢٨٣ × ١٠−۶ ۶٫۶۵۵ × ١٠−۵ ٢٫١٣٢ × ٣−١٠

۵۵ ٣٫٠٩١ × ١٠−۶ ١٫۶١٢ × ١٠−۵ ٨٫١٩٣ × ١٠−۴

.(2 (مثال cW
٣

٢ [٠, ١] فضاي در جواب گسسته ماکزیمم خطاي :2 جدول

نتیجه گیري 5 . 2
انتگرالی شرط با همراه غیرخطی انتگرال-دیفرانسیل معادلات از تقریبی جواب یافتن منظور به رساله از فصل این در
فصل از قبلی هاي قسمت در آنچه به توجه با بردیم. کار به را هیلبرت بازتولید هسته ي روش ،cWm

٢ [٠, T ] فضاي در
داریم: را زیر نتایج شد، بحث

می کند. صدق مساله انتگرالی شرط در cW
m

٢ [٠, ١] جواب فضاي بازتولید هسته ي الف)
تکراري دنباله بنابراین آورد بدست (11 . 2) رابطه ي از مستقیم طور به را جواب نمی توان غیرخطی مسائل حل در ب)
یکنواخت همگراي آن مشتقات و دقیق جواب به آن مشتقات و تقریبی جواب دادیم نشان و کردیم پیشنهاد را (12 . 2)

است.
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براي روش همگرایی که دادیم نشان و آوردیم بدست cWm
٢ [٠, ١] بازتولید هسته ي فضاي در را تقریب خطاي ج)

است. O(hm−k−١) مرتبه از ykn, k = ٠, ١, ٢, ...,m آن مشتقات و تقریبی جواب
انتگرال- معادلات حل در پیشنهادي روش که است مطلب این گویاي عددي آزمایشات از بدست آمده نتایج د)

می کند. عمل خوب بسیار انتگرالی شرط با همراه غیرخطی دیفرانسیل
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Abstract

In this research, the reproducing kernel method for solving differential- integral equa-

tions with integral condition is proposed. The exact solution is represented in the form

of series in a reproducing kernel space. Numerical examples presented to illustrate the

accuracy of the proposed method. The obtained results demonstrate that proposed

method is efficient.

Keywords: Integral condition, Reproducing kernel space, Error analysis, Conver-

gence analysis.
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